Frihe Zeitmessgerite: Wasseruhr und Sonnenuhr

Bis zur Entwicklung bzw. Erfindung der Mechanischen Uhren im 14. Jahrhundert
etwa waren Wasseruhr und Sonnenuhr die fast ausschlief3lich verwendeten Zeit-
messgerate. Im folgenden soll die Physik der heute kaum mehr verwendeten Was-
seruhr und die Berechnung des Zifferblattes von Sonnenuhren beschrieben wer-
den.

1) Die Wasseruht

Mit der Wasseruhr (in Griechenland KM—:\VGSpOL genannt) war eine wetter- und ta-
geslichtunabhingige Zeitmessung méglich. Sie war im einfachsten Fall eine ,,Aus-
laufuhr, bei der in einem meist konischen Gefal3 Wasser durch ein Loch im
Boden austlof3.
Durch die Beobachtung des sinkenden Wasserspiegels
mittels Markierungen war eine Zeitmessung moglich. Die
- Wasseruhr soll bereits im 3. vorchristlichen Jahrtausend
von den Agyptern erfunden worden sein, Galilei beschreibt
eine abgewandelte Form in ,,Discorsi a due nuove scienze
(1638). Die Form des stumpfen Kegels sollte einen gleich-
miligen Wasserausflul bewirken, sodal3 die Marken zur
Zeitmessung gleiche Abstinde besal3en.
Die Problematik der Wasseruhr besteht darin, dal3 nur ein Gefil3 der Form einer
Parabel 4. Grades (siche weiter unten) einen gleichmifligen Ausflul3 garantiert; der
Kegelstumpf, bei dem eine Neigung 1:3 verwendet wurde und der obere Durch-
messer doppelt so gro3 wie der untere gewahlt wurde, erfillt diese Bedingung nur
unvollkommen.
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a) Zylinderformiges Gefal3.

Um die AusfluB3zeit T, _, , bzw. die Hohe des

Ay, vy hy Wasserspiegels h(t) in Abhingigkeit von der Zeit
berechnen zu kénnen, benotigt man zwei Glei-
chungen, die Bernoulli- und die Kontinuititsglei-

chung:
2 2
Iy h+ L +v—2=hl+ AN
pg 2¢g pg 28
p, = p, = Atmosphdrendruck, p = Dichte
ho— des Wassers, g = Erdbeschleunigung
L
1 A, v, Iy v, -A4,=v,-4;v,v, = Stromungsgeschwindigkeit
an Ausfluf3 und Oberfliche, A, =1’ -7, A, =1 -7

Fldchen von Ausflufs und Oberfliche.v, = _dn

v,aus Il in I eingesetzt und nach v, aufgelost ergibt:

2
h2-2-g+vf-[%j =h-2-g+v,=>v, =

2

mit hy =0,h, = hund A, << A, ergibt sich ndherungsweise nach Torricelli v, =/2-g-h

Damit erhilt man aus II eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen:
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In der Abbildung ist der Zylinder mit seinen
Abmessungen dargestellt, einem Radius der
AustluBoffnung von 5 mm und einer an-

tinglichen Wasserspiegelhche von 1 m.

Gezeichnet ist die Hohe h des Wasserspie-
gels in Abhingigkeit von der Zeit, die Ab-
nahme ist nur anfangs in guter Naherung
linear. Die Nichtlinearitit rithrt vom Absin-
ken des Pegels her. Um dies zu vermeiden,
wurden komplizierte Regelungsmechanis-
men geschaffen (Ktesibios, 3. Jh.v.Chr.)
oder man verwendete grof3e Gefil3e.

Hier ist die Ausflul3zeit des Wassers von
der Hohe h,, auf h=0 dargestellt. Bei grolen
Ausgangshohen ergibt sich niherungsweise
Linearitit.

Bei allen Berechnungen sind Reibungsveriuste, seitli-
che Stromungen und Turbulenzgen vernachldssigt

worden, sodafS die Ausflufzeiten in Wirklichkeit
linger sind und die h(t) — Kurve flacher wird.



b) Optimale Gefi3form:

A i:’ 20 "‘ Die optimale Gefal3form ist erreicht, wenn v, = -
20> V2 t2(h) »‘ dh/dt beijeder Hohe des Wasserspiegels konstant

] ist, dh. die Wasseroberfliche A,(h) héhenabhingig

i so durch das rotationssymmetrische Gefil gestaltet

_ _|_ : h wird, daf} die Geschwindigkeit der Pegelabsenkung
0

v, eine Konstante ist.

~ Durch Umstellung der Differentialgleichung von a)

At ..
11 erhalt man

%.,/Az(h)z AP = A2 g-di; Ansaiz: A2(h)- A4 :hi.A;g mit A2(h=h)— 4> = A

0

dh.mit A,(h=h))= A, = A}y = Ay — A}

A 1/2~ 2.0.-h
dh */— dt:>th h(t)—y ==&
.g.

-1

.

\/A220 20 A7220_1
A? A

R-gh

=

1

_p _ ” : _ | (A4 ).
h(t)—ho \/Azy 1 t; Ausfluf3zeit T;I(HO— \/E[ %12 IJ,
A

—-=-=const.= Geschwindigkeit der Pegelabsenkung

Fiir die héhenabhingige Fliche A,(h) = r, *(h) -7 erhilt man:

Az(h):\/i'(/lzzo—AIZ)-i-Al2 bzw. rj(h):\/hﬁ

0

4 4 4
'(rzo_’ﬂ )'H”l

h(r) ist die Gleichung fir die Kurve, durch die der Seitenril der Gefi3wand gebil-
det wird.
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In der Abbildung ist der Seitenrif3 der opti-
malen Gefif3form mit den Abmessungen
mal3stabsgetreu dargestellt.

Ho6he h des Wasserspiegels in Abhingigkeit
von der Zeit t, die Abnahme ist linear. Ra-
dius der AusfluBBoffnung = 5 mm, anfangli-
che Wasserspiegelhéhe = 1 m

Bei allen Berechnungen sind Reibungsveriuste, seitli-
che Stromungen beim Ausfluf§ und Turbulenzen

vernachldssigt worden.



c) Kegelstumpf:

if(h)" r(h)h—no: i)

T —To

A(h)=(no+wjz.n:hﬁ

hO

h-2-g

> nach Seite 2

'(’”20_’”10).

2

hy

A(h) = Fldche des Wasserspiegels bei der Hohe h

dh=—v(h)dts v(h) =Dy = A |28 | 28

e |2 2:gh ——dt
(A(}/) -1 lz'[’”lo'ho+h'(’”20_’”10)]2
5 |
Al
) 2

" {{th.(rzzno)} .”} g

0

—J2-g A -dt =
\/Z g4

4
h(r) |:r10+h‘(7’2;)l_”10):| '71'2—A12 ,
J 0 -dh=- 2'g~AlJ.dt=— 2-g-A-t

0

Die Losung des Integrals ergibt die Hohe h(t) des Wasserspiegels nach der Zeit t.
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Bei allen Berechnungen sind Reibungsverluste, seitliche Stromungen beim AusflufS und Turbulen-
zen vernachldssigt worden. Man kann sie naherungsweise mit einer dimensionslosen ,, AusflufSzabl
w* beriicksichtigen (siche 3B. Techn.Physik, Band 2, Mechanik der Fliissigkeiten und Gase,
Horst Kerr, Verlag Europa-1ebrmittel ).

Die Hibhe h(2) des Wasserspiegels nach der Zeit t obhne Reibung ist dann gleich der Hibe h(t’)
nach der lingeren Zeit t'= 1/ bei 1V orbandensein von Reibung; die Zeitachse wird gedehnt, das
bedentet die h(t) — Kurven werden flacher, die Entleerungszeiten nehmen um den Faktor 1/u .
Die Ausflufizahl bewegt sich in der Grofsenordnung 0,85.....0,95.

Der gesamte Artikel steht im Netz unter

http://www.fh-muenchen.de/home/fb/fb06/professoren/hingsammer/z1.pdf
http://www.th-muenchen.de/home/fb/fb06/professoren/hingsammer/z2.pdf
http://www.fh-muenchen.de/home/fb/fb06/professoren/hingsammer/z3.pdf
http://www.fh-muenchen.de/home/fb/fb06/professoren/hingsammer/z4.pdf
http://www.th-muenchen.de/home/fb/fb06/professoren/hingsammer/z5.pdf
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