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Durch den Fabrradboom der letzten Jabre hat sich das Berufsbild
des Fabrradmechatronikers gebildet, was in Osterreich bereits mit
grofSem Zulauf gelehrt wird. Dabei kommt es nicht nur auf rein me-
chanische und technische Anwendungen an, sondern auch auf theore-
tisches Wissen aus Physik und Technischer Mechanik im Zusam-
menhang mit dem Fabrrad. Der folgende Artikel soll dazn Beispiele
und Anregungen geben.



Abb.: 1, S= Schwerpunkt, S.34 siche Freischaltbild nach
d’Alembert.

Die Energie Erund Leistung P, die beim Radfahren ge-
gen die Reibungskraft Fr, Luftwiderstand F; und
Hangabtriebskraft Fy; aufgebracht werden muss, erreicht
man durch das Treten der Kurbel mit einem Drehmo-
ment M und der Energie Ex, wobei die senkrechteTret-
kraft Fp auf die Tangentialkraft Frr der Kurbel tibertragen
wird. Der Energiesatz lautet:

EK:EF




Abb.: 2

Energieverbranch Er und 1 eistung Pr. beim Fabren:

Die Hangabtriebskraft Fy ergibt sich nach Abb. 1 zu

F,=m-g-sin(a)
m= Masse von Mensch und Fahrrad; g=9,81 sz ; a=Neigungs-
winkel. Der Luftwidertand ist

FL :CV\/.%.’A\.V2

A= Querschnittsfliche des Fahrers (0,3 m? - 0,6 m?)

v= Geschwindigkeit, cyy = dimensionsloser Widerstandsbeiwert
~0,8...0,9.
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p. =13 k_93 = Dichte der Luft.
m

Fk (Kette, Lager, Reifen) ~ 1/3 vom Luftwiderstand Fi,

die Reibungskraft Fr ist

F.=F,-p=m-g-p-cos(a);

B =Rollreibungszahl, sehr klein ~ 0,001, vernachlissigbar, aul3er
bei Gelinde.

Mit s als zuriickgelegter Wegstrecke und v als Geschwindigkeit
erhalt man

E.=(F,+R +F+F )-s=

aufwarts

{m-g-{p-cos(oc) i sin(oc)}r%-cw-pL-A-vz}-s

abwarts
P. =(F, +Fg+F +F )-v=

aufwarts

{m-g-[u-cos(a) + sin(oc)}%-cw-pL-A-vz}-v

abwarts

Beispiel (siehe auch Aufsabe 5 am Schluss) :
v=25 km/h = 6,94 m/s; s= zurlickgelegte Wegstrecke = 1 m;

A=0,45 m?, «=0 ; cw = 0,9; Reibungsverluste werden vernachlissigt.
Py == Fi; m= 80 kg; Er 17 Nm (= Ws) ; Pr 2117 W ;

Die Bilder 3 und 4 zeigen die Abhangigkeit von der Neigung «.



Energie zum Zurticklegen von 1 m als Funktion der Steigung

Nm=Ws

400+

300}

200

100+

Leistung als Funktion der Steigung

3000+
2500+
2000+
1500
1000}

500}

Aufgabe:

Wie lange muss man mit 25 km/h fahren, um die Energie einer Tafel
Schokolade von 500 Kilokalotien (2,1:10° ]) zu verbrauchen. Der Wit-
kungsgrad der Muskeln betrigt n=20%, A=0,45m?0=0,n1=0;

2,1-10° ]

585 J
S

P =3-cw -pL AV =117,5W ;P

=5.P.=585 W,
3

=3590s=1h

orper

Siehe Fr. Kuypers, Physik fur Ingenieure, Wiley-VCH, S. 231



Energieverbrauch Ex und L eistung Pk beim Dreben der Kur-
bel:

Mit der Tangentialkraft Fr (Abb.2) und der Pedalkraft Fp

Fr=F -sin(B); 8E, =8s-F =8B-R e - K> -Sin(B)
B=m

E, (halbe Umdrehung) = _[ Ricurper - Fo SIN(B)-dP=2-F5 - R yrpe
B=0

E. (halbe Umdrehung links + halbe Umdrehung rechts) =

4-F, -R,wq =Notwendig Energie fur eine komplette

Pedalumdrehung.

E _4'FP 'RKurbeI

Kfir eine Umdrehung

Ubersetzung mit den Zabnridern:

Zuruckgelegter Weg s als Funktion des Kurbelwinkels 3. Es gilt:

8B ) rZahnradvorne - S(P ) rZahnradhinten ’ 8([) ) R Hinterrad — 83’ damlt

rZahnradvorne SB Oder
I

Zahnrad hinten

0s=R

Hinterrad =

I

ahnrad vorne B

s=R

Hinterrad

Zahnradhinten




Trittfrequenz u:

Mit der Formel S.6 gilt

dS _ R rZahnradvorne d B _ R rZahnradvorne 2

E — N Yinterrad * r ) dt —> V= Hinterrad = r 4T
Zahnrad hinten Zahnradhinten

dp

m = Kreisfrequenz = 2- - u ; u = Trittfrequenz,

Umdrehungen
min

hier Dimension1/s =60

Bem.: Die ,,Rollbedingung* (siche S.47) muss erfullt sein dh.

kein Gleiten.

Beispiel:

vV— 25 km/h 5 RHinterrad:O,7366 m/2 5 rZahnradvorne:O,lo m;

Zahnradbineen=0,05 m B u ~ 1,5/s ~ 90 Umdrehungen/min




Leistung Py :

Nach Seite 5 ist

. r.Zahnradvorne .27t

As(eine Kurbelumdrehung) = R

Hinterrad
Zahnradhinten

Damit
v-4. |:p ) RKurbeI
As(eine Kurbelumdrehung )

P — RKurbel ) [zahnradninten . 2- |:P -V
K =
RHinterrad r.Zahnradvorne n
Beispiel:

RHinterrad: 29,,/2 - 097366 m/2 5 I'Zahnrad vorne— O,l m; T'7ahnrad hinten— 0,05 m 5
Riube=0,17 m

Welche Wegstrecke As wird bei einer Kurbelumdrehung zuriickgelegt ?

Nach Formel S. 5 As = 4,628 m, das entspricht einer Energie von

0,68 F,'m , auf 1 m kommt dann eine Energie von

1m-0,68-Fp -m
4,628-m

Mit welcher Pedalkraft Fp muss man treten, um die Fahrtenergie Er=
16,9 Nm nach Beispiel S.3 zu erreichen ¢



Nach dem Energiesatz erhilt man

1m-0,68-Fp-m

4,628-m

Welche L eistung muss bei einer Geschwindigkeit von 25 km/h = 6,94
m/ s erbracht werden ?

Nach Formel S.6 mit Fp= 115 N ist P~ 117 W

=16,9Nm - F, =115N

Drehmoment My an der Kurbel:

Das Drehmoment an der Kurbel ergibt sich nach den Bildern zu

I\/IK (B) = I:T ) I:\)Kurbel - I:P Sln(B) RKurbeI; I\/IKmax - |:P ) RKurbeI;

dh. das Drehmoment ist abhingig vom Kurbelwinkel 3. Das

mittlere Drehmoment M ist

I:P ) RKurbel -sin (B)dB

My

TU

_2-FR-R




Mit Fp =115 N und Riua=0,17 m ist M =12,4 Nm und
Miax=19,6 Nm.

Die Leistung des Fahrers ist (®y = Kreisfrequenz der Kurbel)

P

Fahrer — M K " Okurbel = 4. I:P ) I:aKurbeI "Ukurel

: : 2
MIt Oy e =2 T Upyes Uk = 111TEHfrEqUENz < S

MK/Nm
20}
». Fp=115 N
I Riurbei=0,17 m MK
10:—
5
50 100 150 B

Kettenzugkraft und Kraft anf das Hinterrad :

Welche maximale Kettenzugkraft erbdlt man bet Fp=115 N, Riuna=0,17

m und V'Zabnradvorne :0)7 m ¢

R

— Kurbel
F, -
r

Zahnradvorne

M — |:Kettemax T

Zahnradvorne P

=F 'RKurbeI — K

K max Kette max

Antwort: 195,5 N
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Welche maximale Kraft wirkt auf das Hinterrad, Reibungsverluste werden
vernachldssigt ¢

Es gilt nach S. 8

|:K rZahnradhinten — |:Hinterrad ) RHinterrad’

|:K

ettemax

F _ ette max T

Hinterrad ~— R Zahnradhinten

Hinterrad
F —F . RKurbel . rZahnradhinten
Hinterrad = " P R r
Hinterrad Zahnradvorne

Dabei gilt
ZZéhneZahnradhinten — Trittfrequenz ~ rZahnradhinten

z ZahneZahnradvorne Freq uenz Zahnradhinten IFZ::lhnradvorne

Oder mit dem d”Alembert’sches Prinzip der virtuellen Verriickungen

r
_ Zahnradvorne
6S_1{Hinterrad ) ’ SB
Zahnradhinten
I:Hinterrad ) ESS:FT ’ RKurbeI ) 6B:FPSIH (B) ’ RKurbeI ’ SB
r
Zahnradvorne — _
I:Hinterrad ) RHinterrad ) r ) 8B_FT ) RKurbeI SB_

Zahnradhinten

:FPSin (B) ) RKurbeI -0p

F :F . RKurbel . r.Zahnradhinten
Hinterradmax P R r
Hinterrad Zahnradvorne

Mit den Daten in Beispiel S. 6 Frinterradmax= 26,54 N
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&y, Schwerpkt.S

Beim Kurvenfahren in eine Kurve mit Radius r genugt es
nicht, nur den Lenker zu drehen, man muss sich um den

~, m-v® _

Winkel o neigen, um die Zentrifugalkrafe & =————&

zu kompensieren, € ist der Einheitsvektor in Richtung r.
Der Neigungswinkel ergibt sich aus der Bedingung

L\y2

m-g-tan (o) = Zentripetalkraft F, nach innen =
r

Zentrifugalkraft F, nach auRen zu

2 2
tan (a) =Y oder o, = arctan (V—j
r-g r-g

12



a= arctan—
g r
Qmax= arctany

o = Neigungswinkel,
S = Schwerpunkt,
g= Erdbeschleunigung,

Fs = Gewichtskraft=
mg

A=Auflagepunkt des
Rades.

Fr=Reibungskraft =
mv?/r

Fs=Gegenkraft vom Bo-
den.

Je grofler die Geschwindigkeit v und je kleiner der Radius

r ist, desto groBBer muss der Neigungswinkel o sein. Eine

Strale mit dem Neigungswinkel o verhindert dabet das

Rutschen nach aullen oder innen. (Sechstagerennen. . .)

Beispiel:

Ein Radfahrer neigt sich bei einer Geschwindigkeit v= 25 km/h um 30°,
welchen Radius muss die eingeschlagene Kurve haben, damit er nicht

umkippt ?

V2
r=

- =85
g-tan(a) m

13



Damit der Fahrer nicht seitlich wegrutscht, muss

2 2

|:r :m°g°MHaﬁ 2rn'__)“Haft 2

=t
: > an (o)

arctan (Mg ) = o,

ax

Ab dem Winkel a,,,, besteht seitliches Wegrutschen.

Material B e

Eis 0,1 5.7

¢ 9,2 11.3

Loser Sand 6,3 16.7

¢ 0,4 21.8

Rollsplit o,7 26.6

Beton, Asphalt naff 6,4 31.0

¢ ©,7 35.0

Beton,Asphalt trocken ©,8 38.7
¢ 0,9 42.0

Eine Bahnuberhohung kann das Wegrutschen verhindern.
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Beispiel :

Ein Radfahrer soll aus dem Stand in 20 Sekunden reibungsfrei
auf einer runden Bahn vom Radius 30 m eine Geschwindigkeit
von 25 km/h erreichen. Mit welcher konstanten Beschleunigung
in tangentialer Richtung a. muss er dazu antreten, welche Zentri-
petalbeschleunigung a, in normaler Richtung und welche resul-
tierende Beschleunigung a.. ist dann nach 20 Sekunden vorhan-

den, wie grof3 ist der Winkel ¢ >

___________
_____
- -
-~
™ -
-~

-~ -
~ ..
-~
__________

(125/18)- " -
V=V, +a,-t—>a, = > ~0,35—
20-5s S

v:  (125/18)°-m* /s’ m

n— = z1,6—2

r 30-m S

_ L > > m
A, =a,+d,;8, =4/, +3, z1,64s—2

a
¢ = arctan —+ =12, 2°
a

n
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Auf die rotierenden Rader wirken Kreiselkrifte (,,geftihr-
ter Kreisel®), sie haben einen Drehimpuls in Richtung der

Achse (Abb.) von

—

L =®-®in Analogie zum Impuls p=m-V bei der Translation
und es gilt =25 in Analogie zu F = dp _ p=
dt dt dt

® 1st das Tragheitsmoment mit einem Betrag von

—

~0,24 kgm® beim Fahrrad etwa und o die Kreisfrequenz,
ein Vektor in Richtung der Drehachse mit dem Betrag der

_do _.
Winkelgeschwindigkeit © = 5 = .

16



Beispiel:

v= 25 km/h = 6,94 m/s; Ryorderraa= 29" /2 = 0,7366 m/2 = 0,368 m;
Umfang der Vorderrades U =

U :Z'RVOrderrad '71—)(0227'5‘1:@
2
L=0-0=0,24kgm? 2285 _4 5o KON
S S

Neigt sich der Fahrer z.B. nach rechts, erfahrt das Rad
eine Kippung nach rechts und ein Drehmoment M (Abb.)
und dadurch einen Zusatzdrehimpuls dL, dem es als Krei-
sel durch Drehung nach rechts ausweicht, also in die rich-
tige Richtung zum Stabilisieren beim Freithandigfahren.

Allerdings ist der Effekt relativ gering, es ergibt sich nach
(Ableitung S.30)

r ist der Radius der Kurve. Je grofler die Geschwindigkeit
ist, desto leichter geht das Frethandigfahren.
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Der eigentliche Effekt fir das Freithidndigfahren ist aber
der Nachlauf nach Abb. Neigt sich der Fahrer nach
rechts, dreht sich das Rad um A auch nach rechts.

s,
G

Nachlauf

Beispiel:
tvorderrnd= 0,308 m, v= 25 km/h= 6,95 m/s, r= 30 m, 6= 0,25 kgm?
Mgipp ~ 1 kg m?/s2 ~ 1 N m

18



Bisher wurden meist mit = 0° Steigungen nicht bertick-
sichtigt. Vernachldssigt man die Rollretbung und den Luft-
widerstand 1n den Formeln S. 3, so erhilt man als Zusatz-
beitrag fiir die Uberwindung von Steigungen

AE=m-g-sin(a)-s bzw.AP=m-g-sin(a)-v

Beispiel:
m=100 kg (Fahrrad und Fahrer), v= 12,5 km/h = 3,47 m/s, a= 15°

AP=881,6 W; AE = 253,9 Nm ; siche auch S. 4

AP/W
1400
1200]
1000

800

600 v=12,5 km/h

400!
200/
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Aufgabe:

Der Fahrer (100 kg Gesamtmasse) fahrt mit einer konstanten Leistung
von 900 W einen Berg mit einer Neigung von a=15° reibungsfrei hinauf.
Welche Geschwindigkeit v muss er einhalten ?

P ~ 900W(=kgm?/s°)

p:m-g-sin(a)-v—>V= - = m
m-g-sin (o) 100kg.9,8137-sin(15°)

~12,74X0
h

Lusarzliche Energie bei Hobendifferenz b :

sin(o)*s in der Formel S.16 ist die Hohendifferenz h,

die beim Zurucklegen der Strecke s erreicht wird.
Damit ist

AEH@he:m'g'h

Beispiel:
h=100 m; m= 100 kg (Masse Fahrer + Rad); g= 9,81 m/s*

AE=98100 Nm= 98100 Ws = (98100/3600) Wh = 27,25 Wh

Dazu kommt der |V erbrauch der Energie durch Reibung und Luftwider-
stand (8.2) und der Abzug der Energie durch eigenes Treten, wenn diese

Energie AE einer Batterie entnommen wird (300 — 700 Wh im allgemei-

nen)

20



Aus den Formeln S.3, 5 und 7 lasst sich das mittlere Dreh-
moment und die Pedalkraft Fp an der Kurbel berechnen:

I:P RKurbel Sln B

— _2FR R

Kurbel

{m-g-[u-cos(a)+sin(a)]+§-cw-pL-A-vz} s;M, =2

rZahnrad vorne B

T 1

=4.F

R R

Kfur eine Umdrehung Kurbel ? S= Hinterrad ~

Zahnradhinten

I’-Zahnrad vorne
_annradvorne o | -

r

Zahnradhinten

In dle Formel fllf EF Seite 3 Wlfd S= RHinterrad ’

eingesetzt, das ist der Weg, den das Rad bei einer vollen Umdre-
hung der Kurbel zuriicklegt; auf der rechten Seite wird die dazu
notwendige Energie an der Kurbel fiir eine volle Umdrehung =
4-Fp-Riubet (Seite 5 und 6) eingesetzt. Nach einigen Zwischen-
rechnungen erhilt man die folgenden Formeln fiir die notwen-
dige Pedalkraft und Drehmoment an der Kurbel:

T rZahnradvorne RHinterrad 2 aufwarts -
F=— : 12-Cy-p "A-V +3-m-g-| ncosa. + sina
6 r Zahnradhinten RKurbel abwarts
\ / 1 r'ahnradvorne 2 aufwarts
M, =§'—'Rmmerrad 12-Cpy-p AV +3-m-g-f ncosa + sina
I Zahnradhinten abwarts

o = Kreisfrequenz; |F, = mit M, =
4- RKurbeI -U n

P i+ N/ _2'FP'RKurbel.u(1
S

M, -o=M, -2 -n-u=P =erbrachte Leistung am Pedal; u = Trittfrequenz,

—j—)S.?
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Mit Beschleunigung as(?):

R Hinterrad |

R

_ T I Zahnradvorne
F(t)= > - :

Zahnradhinten Kurbel

' t 2 aufwarts
I:Z-CW PL -A-UaS (t’)dt’j +m-g -(uCOSOL + sin ocj+ m-ag (t)}
0 abwarts
Aufoabe:

Ein Radfahrer mit Gesamtmasse 100 kg soll aus dem Stand in 20
s auf eine Geschwindigkeit von 25 km/h kommen (as = const),
mit welcher Kraft Fp muss er in die Pedale treten und welches
mittlere Drehmoment wird an der Kurbel benétigt ?

(rZahnradvorne O 15 M, I'Zahnradhinten— O 1 m, RHmterrad— 0 36 m,

Riuba= 0,17 m, 1= 0,1 , a= 0, kein Luftwiderstand)

125 m

—>Vv(t) = jadt_v +a,-At—>0+a.-20s 18 s

a,~0,35.0 5 F, ~663N ~84% des Fahrergewichts

S.7

bei 80 kg Masse des Fahrers. M = 2-h R

T

Kurbel ~ 72 Nm

Beispiel mut zeitabbdangiger Beschleunigung aus dem Stand:

cw= 0,9; pL=1,3 kg/m? A= 0,45 m? M=100 kg, sonst wie oben

m ! 489,5.5* +8,66-57 1 -+0,000395-1
aS(t):O'Ole% Tt [a(t)dt = 0,087 MR (1) ( : )
0

-kg-m

6

2

o (52,97-s +0,937-§° -t+0,000043-t4)

6

kgm
S
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Fp/N

700,
aaiil Pedalkraft an der Kurbel
. als Funktion der Zeit
600L
550+
500.-
o) 10 15 20 Us
My/Nm
80+
75-_ Mittleres Drehmoment an der
- Kurbel als Funktion der Zeit
70/
65}
60
55]
5 1|0 1|5 Zb Us
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Mit Anbanger:

In die erste Formel fiir Fp wird die Kraft Fa fiir den Anhanger
(Index A) nach S. 3 eingetragen mit entsprechendem Haftrei-
bungskoeffizienten M, ma und Aa

abwarts

aufwarts
F. :g’cw'pL'AA°V2+mA°g'(“ACOSOL + Sinaj

I

. _Zahnradvorne |

r

Zahnradhinten

R Hinterrad |

R

7T
Fop =—
PA 6

Kurbel

aufwarts
{2-(A+AA)-CW L -v2+3-g-[(m-u+mA ‘ppa)cosa + (m+mA)sinoc}}

abwarts

Beispiel:
Haftreibung W s =0,4, m=100 kg, Masse des Anhingers mit Zu-

1adung mAZSO kg, O(.:O, IZahnrad vorne— 0,10 m ; f7aharad hinten— 0325 m;

Rsinerraa= 0,36 m Ricuma= 0,17 m, a= 0°, die Luftreibung wird ver-
nachlassigt.

» Notwendige Pedalkraft Fpa~783 N, Anhinger allein FA~261N

Anteil etwa 1/3. Notwendiges Drehmoment an der Kurbel

N/ 2-F,R urbe
Mya = PAnKb'~84,8Nm
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Kraft anf die Kupplung:

Die Kraft T auf die Kupplung und die Normalkraft Fyx bei kon-
stanter Beschleunigung as lisst sich anhand des Freik6rperbil-
des des Anhangers bestimmen:

Fn
T-m,-a. - =0 =pn-FK,;R-m,-g=0;

Mit den obigen Werten und as~ 0,35 m/s? ergibt sich
T~ 214 N und Fx~ 490,5 N

Beuspiele anband der folgenden Abbildungen

Daten von Beispiel S.6, Riinerma= 29°"/2 = 0,7366 m/2 ; 1=0

. — . — — ()
Y7ahnrad vorne™— 0,10 m ) Y7ahnrad hinten— 0,15 m ) RKurbel_O ,17 m, oA— 15 >

25



mittleres Drehmoment
an der Kurbel

Myx/Nm

66

65

64+

63

/km
& | 1 | | V
Y 10 15 20 25 h

Pedalkraft Fp
an der Kurbel

Fp/N
610,
600
590

580




mittleres Drehmoment
an der Kurbel

Mx/Nm
10

Pedalkraft Fp
an der Kurbel
FpIN
80+
60
40+
20+
1

Dabei wutrde tznaragvorn= 0,15 m und tzparadninen= 0,1 m verwendet.
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Die Abhingigkeit von der UbersetZung mit vorderem und hinterem

Zahnrad sieht man in den folgenden Abbildungen:

My/Nm My/Nm
- 56
54
[ e 1 - 2
. 50
2 % 1%

5 10 15 20 25 km/h 5 10 15 20 25 km/h

My/Nm My /Nm

46 2 / 66 4
< P s 65 ,
64
M 4 63 4

45
44
“"5 10 15 20 25 km/h 5 10 15 20 25 km/h

43

MK/Nm MK/Nm WK/Nm
859 53.0 53.5
: / 52.5 6 53.0 7 ]
%% > 52.0 > 525 i
L v 515 v 520 v

' 5 10 15 20 25 km/h 5 10 15 20 25 km/h 5 10 15 20 25 km/h

Bild-Nr. 1 2 - 4 5
Steigung 7] 5:® 18 * 15 ° 20 *
Bpcorone. | 828 @15 0.1 0.1 0.1
P zabvivadiinten 0.1 0.1 0.15 .15 0.2

Maxcimale mogliche Steigung mit Gewichiskraft

6
25 *
0.1
0.3

74

38 °
0.1

0.35

Setzt man fur Fp in Formel S.20 » 80kg'g= Gewichts-

kraft mit g als Erdbeschleunigung ein, erhalt man den ma-

ximalen Steigungswinkel o, , der ohne Motor mit dieser

Gewichtskraft erreicht werden kann
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(H ~ O: RHinterrad — (O,7366/2) m, RKurbel 20,17 m, CW:O,9,
kg
PL :1’3ﬁ> A=0,45m?)

. 0,294 -r : 0,0004472-5% - v*
amax — arCS|n( Zahnradhinten .
IFZahnradvorne m

Beispiel:

— — — (@]
rZahnradvorne_O,1 m; rZahnradhinten_0,05 m; v— 12,5 km/h 5 Amax ™ 8,14

0
amax
100

80

60

40

20

rZahnradvorne

O 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1

1 2 3 4 9 rZahnradhinten

mit den Daten von oben.
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Ableitungen:

Formel Seite 17

Versuch: Man nimmt das sich drebende 1V orderrad und kippt es nach Abbildung
mit dem Drebmoment M= lsF | das Rad weicht nach rechts aus, der Drebimpuls

L=0- dndert sich in der Zeit dt um dL parallel zu M anfgrund des angewen-

deten Drebmonmentes , dL=M-dt s nach der Zeit dt hat sich E um den Wintkel
QU gedreht

ot - L[ 22 e
dt dt

30



mit CQ als Priizessionsfrequenz. 1 ektoriell geschrieben lautet die Beziehung

—

M=QxL=0Qx0-6;Q=Prazessionskreisfrequenz

Ol QdaherM=0-0-Q

Das Rad vollfiibrt bei konstantem Einwirken des Drehmomentes M eine Drebung =
Prazession mit der Kreisfrequenz @ (,.gefiibrter Kreisel®).

Siehe Hans |. Paus, Physik in Experimenten und Beispielen, Hanser, §.106

Aufgabe:

Ein Fahrer fahrt mit v= 25 km/h in eine Kurve mit r= 20 m, das Vor-
derrad hat einen Durchmesser von 0,7 m und ein Tragheitsmoment von
0= 0,15 kg m? Wie grof3 ist das kippende Drehmoment M ?

M z@.@.QZQ.L.X
Vorderrad r
0,15 kgmz_6,94m/s.6,94m/s ~1Nm
0,35m 20m

Ein relativ geringes Kippmoment als Hilfe zum Frethandig Fahren ge-
genuber dem Nachlauf S.18.
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Vektorielle Darstelfung: Nach den umrandeten Formeln (S.31) und der
Abbildung gilt:

" —Q) (0,0 0)(-Q 0 0
M=—2=0xL=|0 |x[0 ©,0 | 0 |=-0, 00| -0, QZ-%
0 0 0 O /(- 0 0

M zeigt in die -y-Richtung mit einem Betrag (siehe auch F. Kuypers,

r r
Klassische Mechanik) ©,0-Q=0¢,0-Q=0g,-Q R wegen o= E'Q

Das Drehmoment M wird realisiert durch R % Fgy , R ist der Vektor

vom Radmittelpunkt zum Auflagepunkt des Rades und r:RH die Haftrei-
bungskraft.
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-R 0 0 0
M=| 0 [x| 0 |=|-FyR|=|-0, 0-Q
0

zZ

~F,, 0 0

dh. die Haftreibungskraft ist F,,, = %

Aufgabe:

Das abgebildete Rad hat eine Masse von 1,5 kg und ein Tragheitsmo-
ment 6 = 0,15 kg m? Die masselose Radstange lasst sich um A drehen,
der Abstand A-Radmitte betragt 1 m. Mit welcher Frequenz und in wel-

cher Richtung prizessiert das Rad, wenn es sich mit u = 3 Umdrehungen
pro Sekunde dreht ?

Losung:

m-g-1=0-0-Q;o=u-2-7

52, 083 :
S ’ #

Q= U
© g

Vektoriell: &

0 Q) (6,00 Q
-mgl |=| 0 |x|0 ©, 0
0 0 0 0 0.,

o

0 0
M=| -mgl |=| -0,,,0Q
0 0
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Formel S. 30

w=9-
dt

Definition des
Drehimpulses L :

!
Il
=l
X
gl
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L steht senkrecht auf dem Ortsvektor r und dem Impuls p.

= d . . . ’_,_Odil; - =
Lza(rxp):r><p+r><p=v><(m-v)+r><F
—>Ii:d—L:h7I

t
Aufgabe:
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Nach Abbildung fithrt die Masse m = 0,2 kg eine Kreisbewegung mit
dem Radius r = 1 m und der Geschwindigkeit 0,2 m/s aus. Bestimmen
Sie vektoriell den Drehimpuls L mit Richtung und Betrag.

Losung: vereinfacht, da bei der Kreisbewegung LV » L= r'm v =

0,04 kg m?/s =0,04 Nms senkrecht nach oben weisend.
Vektoriell:

r cos(wt) —vsin(wt)
r=| rsin(ot) |;v=| vcos(ot) |; ®=Kreisfrequenz = v
0 0 '
0 0
L=fxm-Vv=| 0 |= 0 in z— Richtung
m-r-v 0,04Nms
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Die Balance beim normalen Fahren wird durch stindiges ,,Pen-
deln® erreicht, dh. beim Kippen wird durch die Lenkung der
Schwerpunkt in Richtung Verbindungslinie Vorder-Hinterrad
verschoben.

Trdagheitsmoment ©

Ausgehend vom Trigheitsmoment einer Masse m auf einer Kreisbahn
mit Radius r (5.27) ® =m-r? nihert man das Rad einem schmalen Ring
der Gesamtmasse m am Umfang an. (Abb.) Die Masse des roten

Wegelements in der Abb. ist ‘R-do . Wird das Rad um die z-Achse

2-n-R
gedreht, ist R der konstante Abstand zur Drehachse und damit
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A ZLRE[ _

m-R?

Bei Drehung um die x —
oder y — Achse ist der
Abstand zur Drehachse

r=R-sin¢ und
damit®, =0,
2—! (Rsing)*-R-dop =
m - 2 2m
Isinch-d(p
.Tc 0
m-R?

2

Aufgabe: Das abgebildete Rad wird mit der Kreisfrequenz ® um die y-
Achse gedreht. Stellen Sie allgemein den Vektor Drehimpuls dar.

Losung:
m
~R20 0
2 0 0
C=l0 M"r?20 ||ow|=|"R%
2 . 2
0 0 mR? 0

Gemessen kann das Trigheitsmoment durch Authingen des Rades an
einer Schneide und Beobachtung der Pendelbewegungen, siche

bttps:/ [ hingsammer.de/ phpraktikun/ phpraktikum.hinil
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Lenkeinschlag &

Der Lenkenschlagwinkel (Drehwinkel der Lenkstange) ergibt sich nach
der Abbildung zu

Sind = L oder 6 = arcsin(L) bez. 5 = arctan(L)
I f

Iy v H

o . L L L
r, =1, bei groReren Kurvenradienr, 6~ —~ — =

L ist der Radstand, der Abstand von Vorder- und Hinterradachse.
Eingesetzt in die Formel fur den Neigungswinkel o Seite 10, ergibt sich
2 2
VAR Y,
tano = oder o = arctan(
g-L g-L

)

Der notwendige Neigungswinkel hingt auch vom Radstand ab.

Beispiel S. 11: v=25 km/h, «=30°,+ = 8.5 m, L.=1 m » &~ 6°
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Verwendet man als niherungsweisen Lenkeinschlag in Abhangigkeit

vom zurlckgelegtem Weg x beim ,,Pendeln® eine Sinuskurve, so erhalt

man als Zusammenhang von Lenkeinschlag 0 , Neigungswinkel o« und
Kurvenradius r den folgenden Verlauf.

0° »aNeigungo: ‘

40

{

\

20+

L=1m

| |
\ / — 6(x)°

/

/ ‘
= / v=20 km/% . aNeigung(X)o

40}

X
s oNp m — Ve
/

/

Beim Fahren in Sand lassen sich die Schlangenlinie des Vorderrades und
die kleinere des Hinterrades erkennen.
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Bremsiweg

Ein Radfahrer fahrt einen Berg mit der Neigung a herunter und legt eine
Vollbremsung mit blockierenden Radern hin. Wie weit rutscht er, sofern
er einen Sturz vermeiden kann ?

1
Zur kinetischen Energie > m-V? ist noch die Energie des Hangabtriebes

auf dem Weg zu addieren und das gleichzusetzen der Gleitreibungskraft
mal dem Rutschweg s.

E..+F s=F-s

%-m-vz+m-g-sin(oc)-s:u-m-g-cos(a)-s

V2

B 2-g-| p-cos(a)-sin(a)]

Beispiel : v=25 km/h, p=0,4, 2= 10°, ¢ =9,81 m/s*, s ~ 11 m

S

Der minimale Bremsweg ergibt sich, wenn die Rader so stark ab-
gebremst werden, dass sie sich gerade noch drehen, also haften.
Dann kann die groflere Haftreibung z.B. n=0,9 eingesetzt wer-

den » s=35m;

Bei den relativ schweren Pedelecs kann man eventuell die Rotati-
onsenergie der Rader T dazunehmen (ca. 5 % der kin. Energie)
2
T =%-®-('p2 :%-(9-% (Rollbedingung x=R-¢ > v=R-¢)
vi-(m-R*+2-0)

_ i 2wl Rid
> 2-g-m-R*-[p-cos(a)—sin(a)] Hf 2B RAtet
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Alternative Berechnung mit Kriftegleichgewicht nach dAlembert :

Danach wird die Trigheitskraft M-as entgegen der Beschleuni-
gung a rot eingetragen und das Kraftegleichgewicht in Richtung
der schiefen Ebene (Index s) und senkrecht dazu (n) berechnet:
M =100kg; > F,=0—>F,—-M-g-cos(a)=0
> F-M-a,=0—>M-g-sin(a)-M-ag—p-F =0
Losung:ag = _2’16?2’ F, =966 N

‘ 125 m
t)= dt’' = t=—-—-2,16-t
v( ) !as V, +ag 8 s

v(t)=0—>1t=3,21s
t
s(t) = [v(t')dt'+x, =x0+v0-t+%s-t2 =
0

—0+12M 3015 1.216™M (3,215 ~11,16m
18 s 2 S
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Start mit abbebendem 1 orderrad

Das Vorderrad soll vom Boden abheben. Welche Beschleuni-
gung a, ist notwendig?

b FNV:O

Frn

Die Masse vom Rad beziehungsweise Fahrer betrigt m; und mo,
der jeweilige Schwerpunkt S;und S, die Rider sollen masselos

sein. Bei der Startbeschleunigung spritzen Sand und Steine vom
Hinterrad nach hinten, das heil3t der Boden muss die
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Reibungskraft Fra nach rechts in der Abbildung aufbringen, an-
sonsten ist der ,,Kavalierstart™ nicht moglich. Von aul3en sind
keine Drehmomente und Krifte angelegt, sodass der Schwer-
punk- und Drehimpulssatz gilt, also das Dynamische Gleichge-
wicht der Krifte und Drehmomente.

FRH _(m1+m2)'ax =0;
FNH_g'(ml"'mz):O;

F =Tragheitskraft F, (Tragheitskraft)
—N —
-mg-b-m,g-a+h,- m-a, +h,- m,-a, =0;

Die Losung des Gleichungssystems ergibt

a-m,+b-m, _
a, =¢g- Fy =M, +m,)-g;
O h amon, (m, +m,)-g

(m,+m,)-(a-m,+b-m,)

F,=(M+m,)-a, =g-
RH ( 1 2) X g ml'h1+m2'h2

Fan

Hy =——
Fun

Der Haftreibungskoeffizient muss mindestens

sein, um das Vorderrad iiberhaupt anheben zu kénnen.

Beispiel:

m1=25 kg ; m»=80 kg ; h1=1 m ; h,=1,50 m ; a=0,8 m ; b=1 m;
m " " N N

a, zGS—Z,FNH ~1030N;F,, =632N;(n, =0.6 |,
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Belastung der Réider bei Beschleunigung

Im Gegensatz zum vorherigen Absatz sollen beide Rader den
Boden bertihren mit den Normalkraften Fyu und Fv, der ge-
meinsame Schwerpunkt S (Drehpunkt) von Rad und Fahrer mit
Masse m , Hohe h vom Boden und Abstand a zu den Riadern
soll in der Mitte der Radachsen liegen, die Rollreitbung und das
Triagheitsmoment der Rider sollen null sein. Welche Belastung
Fxu und Fay erfahren die Riader beim Anfahren mit Hinterrad-
antrieb mit der Beschleunigung X?

Schwerpunkt- und Drehimpulssatz ergeben:
m-X=FK,;my=F,+F,—m-9=0;
Q,-¢;=a-F, +h-K,—-a-F,=0;
mit der Losung:

- :m-(a-g+h-5<)_F :m-(a-g—h-x)
NH 2.a TNV 2'a

Bei einer positiven Beschleunigung (X >0) wird das Hinterrad
stirker belastet, beim Bremsen (X <0) das Vorderrad.

s m
Beispiel: h=1,25 m ; m=100 kg ; a=0,8 m ; b=1m; X =593
Fu 951N R, =590N; R, =30N;

m-(b-g+h-X) m-(a-g—h-X)
R =
a+b a+b
stand vom Schwerpunkt zum Hinterrad und b der Abstand vom

Anm.: R, = , wenn a der Ab-

Schwerpunkt zum Vorderrad 1st.
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Beim Bremsen zeigen die Krifte vom Boden auf das Vor-
der- und Hinterrad Fry und Fry nach hinten, um nach
,,actio=reactio* die Retbungskrifte nach vorne zu kom-

pensieren.
c
a | b
-

I S ¥4 > 1 A

: m-x Y

: _—

1 m.g 1

e s h
- : - Y

A Fry : A Fry

Fnh ' Fny

Es gilt (Pfeile nach rechts sind positiv, Drehmomente ent-
gegen dem Uhrzeigersinn ebenfalls positiv, Tragheits-
krafte sind rot eingezeichnet entgegen der Beschleunigung

nach d"Alembert)
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Few tRw—m-g=0;F, -b-F,-a-m-X-h=0;

Fro

r N\

m- X —(Fs, +Fsy ) =0; mit der Losung :
B m-g-b—FRG-h_F - m-g-a+hkg-h

F ) =
NH a+hb NV a+b

% = e yng Feo = (Fen + oy )
m

Mit a=0,8 m; b=1 m; h=1,25 m; Masse m=100 kg

1000

800,
600 — P
4000

200

i | ; i . | i ; z | " ; - | mX:FRV"‘FRH:
200 400 600 800 Bremskraft Frg/N

nimmt die Normalkraft des Hinterrades mit steigender
Bremskraft ab und die des Vorderrades zu. Die Nullstelle

DI g , das ist die Abflugbedin-
gung Uber den Lenker nach S.117.

fur FNH hegt bei Fre =
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Durchdrehen der Rader

Ein Durchdrehen der Réider erfolgt, wenn Fintenag > Mt~ Fun

dh., wenn Fhinerrad > Haftreibungszahl -Normalkraft auf das Hin-
terrad ist oder nach Seite 9

F . RKurbel _rZahnradhinten
P

R > My - Ry

Hinterrad r-Zahnradvorne

die Pedalkraft wire dann

FNH'R
R

f

Hinterrad ' Zahnradvorne

r

Zahnradhinten

Fo>uy -

Kurbel

oder angewendet auf das Beispiel des vorigen Kapitels

F . R Kurbel (~Zahnradhinten >y, - m- (a g+ h- X)
P H
R Hinterrad r-Zahnradvorne 2 -d
Hinterrad rZahnradvorne . m- (a ) g +h- X)

E>py, -
p -~ Hy 5.3

Kurbel rZahnradhinten
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Aufoabe:

Ein Radfahrer mit Gesamtmasse 100 kg startet aus dem Stand
mit durchdrehendem Hinterrad. Welche minimale Zeit braucht
er, um auf die Geschwindigkeit v = 25 km/h= (125/18 ) m/s zu
kommen und welche Normalkrifte wirken dabei auf Vordet-
und Hinterrad ? (Gleitreibungskoeffizient u,= 0,3, 2= 1,5 m, b=
2,5 m, h= 1,5 m nach Abbildung, S = Schwerpunkt)

—M'as S

Tragheitskrifte nach d”Alembert sind rot eingezeichnet in entge-
gengesetzter Beschleunigungsrichtung, die Masse der Rader wird
vernachlissigt, das Vorderrad rollt frei. Dynamisches Gleichge-
wicht und Moment beziiglich Schwerpunkt S :

D F-m-(a), =0->p, Ry, —M-a, =0
> F,-m- —0—>FNH+FNV M-g=0
D Mg+ TS:0—)FNH-b—FNH-a+;,tg-FNH-h=O

Die Losung des Gleichungssystem liefert as ~ 2 m/ s2, Fnu~

691 N, Fay~290 Nj; At= v/as~ 3,35 s
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Rollreibung

Beim ,,Durchdrehen der Riader* findet nach dem gesagten ein

Ubergang von der Rollreibung in die Gleitreibung statt, die
,,Rollbedingung*

Vg =-r=¢-rund

dg =Xs=0o-r=0¢-r
ist dann nicht mehr erfillt (S bezieht sich auf Schwerpunkt). Die
Rollreibungskraft ist ab etwa v=10 km/h gegeniiber dem Luftwi-
derstand meist vernachlassigbar und erheblich kleiner als die

Gleitreibung. Im wesentlichen entsteht sie aufgrund von elasti-
schen Verformungen beim Abrollen, die nach Abbildung zu ei-

nem entgegengesetzten Drehmoment Fy- O fithren mit Fy als
Normalkraft. Der Rollwiderstandskoetfizient (Rollwiderstands-

beiwert) p ist dimensionslos und kann danach aus p=0 /r be-

rechnet werden, © ~103cm...10"! cm.
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Das Rad wird mit dem Drehmoment M angetrieben. Nach dem
Freikorperbild ergeben sich die folgenden Dynamischen Gleich-
gewichtsbedingungen:

> F.-m(ag), =0—>F,—-m-ag=0
>.F-m(as), =0—>F,-m-g=0
> M;-0-0=0>M-F, - r-0-0—F-8=0
ag=o-r

Die Tragheitskrafte sind im Freikorperbild rot eingezeichnet und
sind nach dAlembert der Bewegung entgegengesetzt.

Beispiel: M=2 Nm, Os=0,15 kg'ni, r= 0,4 m, m= 1,5 kg, 8 =0,01m,
W, =04 » Fr= 2,85, Fn-W, = 5,88 N >Fr dh. Rollen, Fn+0

=0,15Nm. Fiir M= 4 Nm » Fr= 5,92, Fn- Iy = 5,88 N < Fr db.

Gleiten, die Rollbedingung gilt nicht mebr, Fr=W, -Fx , By = 0,3. D1e
Abbildung mit M= 6 N'm zeigt, je grofler der Radradius, desto
weniger entsteht Gleiten und desto kleiner ist die Reibungskraft
der Rollreibung Fr des Rades. (05 *M-1*/2 $.30 » Fe~2(M-gm 8 )/3r)

Rollbedingung
FRs 1 FN

M=6 Nm
Fr
N
o
r-(M-m-g-m?-&
8 p W TE L) it
m-re+06s
%
7 “%
o
: b N | ‘FN.'Uh. ‘ = rim
0.5 1.0 15 2.0
5,
FN'//g A
o,
4 %en
3,
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Aufoabe:

Wie grofs ist die minimale Geschwindigkeit, um mit dem Fabrrad mit dem
Vorderrad siber die Erbebung & = 5 cm zu kommen ¢ (Abb., kein Ab-
prallen, kein Gleiten)

a= 1,5 m, b=25m, h= 25 m, Ruinterr.a=0,3 m, M=100 kg

Der Schwerpunkt S hebt sich beim Uberfahren des Hindernisses
mit der H6he 6 um

~va®+h®-tan(6,+0)

Ah = ==~ h~=18cm
\/1+tan(91 +0)
Nach dem Energiesatz gilt
M-g-Ah =%-|\/| 'Vmin2

» Viin~ 0,6 m/s ~ 2,17 km/h
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Bewegung des Radumifangs beim rollenden Rad

Der Radumfang bewegt sich nach Abbildung auf einer Zykloide

Der Winkel A-O-P ist der ,,Walzungswinkel“, um den sich das

rollende Rad dreht und dessen dazugehoriger Radumfang auf
der Streck A-B abrollt. Die Spitzen liegen bei

(2-k-m-1,0), k=12... die Scheitelpunkte bei [(2-k+1)-7-r,2-r].
Die Parameerdarstellung ist
x=r-{o-t-sin(o-t)];y=r-{1-cos(w-t); («o-t)ist der Walzungswinkel

in der Zeit t, o die Winkelgeschwindigkeit :X.

r
Die Geschwindigkeit der Punkte am Radumfang ist die Resultie-
rende aus einer Drehbewegung um den Radmittelpunkt und der
Weiterbewegung mit der Geschwindigkeit v. A 1st der momen-
tane Auflagepunkt des Rades

—

=V+oxT,

—

Y, Y,

Umfang

Beispiel: v=25 km/h=125/18 m/s; += 0,3 m ;
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Umfan
9" r

v (1,0,0)+ (00——j (03,0,0)= [ 0’3"’,0):(% —6940]
d.

[V gmtng| = 9 82 —= —d .® mitd =0,424 aus der Abbildung

Umfang | —

o ist in die negative z-Richtung gerichtet, das Rad dreht sich
nach rechts in die x-Richtung mit der horizontalen Geschwindig-
keit v. Die Pfeile zeigen in die Richtung von vumfng, die Lange ist
proportional zum Betrag von Vumfang.

‘\

O wird in Rechtsdrehung
nach T gedreht, das ergibt
die Richtung von V des
Massenpunktes P, der sich
auf einem Kreis in der x-y-
Ebene bewegt.
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Rollbedingung:

Bei vielen Anwendungen spielt der Ubergang von rollender Rei-
bung zur Gleitreibung und umgekehrt eine Rolle.

Rollt das abgebildete Rad ohne Gleiten von A nach C bezie-
hungsweise der Schwerpunkt von S nach S dann wird das Bo-
genstick A-B auf die Strecke A-C abgebildet. Es gelten dann fol-
gende Beziehungen:

do o =01
0
Vo=—:T=0-T
dt
d.=—- =0T
>t

mit as als Beschleunigung und o als Winkelbeschleunigung des
Schwerpunktes. Die Gleichungen koénnen als zusitzliche Bedin-
gungen zu den Bewegungsgleichungen verwendet werden, wenn
rollende Reibung vorliegt.
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Schwingungen

Moderne Rader haben eine Federung, das bedeutet, dass es sich
um ein schwingendes System handelt mit einer Krafteinleitung,
die vom Boden herruhrt.

Ist die Krafteinleitung periodisch, erhalt man eine erzwungene

gedimpfte Schwingung, die durch die Differentialgleichung
. ., F
V+2-D-o, Y+ o, -y=—-COS(Q-t)
m

beschrieben wird. D gibt die Dampfung an, @y die Eigenkreis-
frequenz der ungedimpften Schwingung des Fahrrades mit Fah-

rer auf den Federn ciund ¢z, Fden Scheitelwert der cosinusfor-
migen Kraft mit Frequenz Q und y(t) die Schwingung als Ant-
wort auf die Anregung F(t). Die Differentialgleichung ist in der
Physik hinlanglich beschrieben. In der Praxis hat man naturlich
keine cosinusformige Kraft vom Boden, weil das Fahrrad nicht
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Uber eine Strafle mit cosinusformiger Oberfliche fahrt. Es kann
aber jede Art von Oberfliche als Summe von sinus- und cosi-
nusférmigen Anteilen geschrieben werden und damit die Diffe-
rentialgleichung gelost werden. Als wesentliches Ergebnis der
gelosten Differentialgleichung erhalt man die ,,Vergro3erungs-
funktion“ V, die das Verhailtnis Scheitel der Antwortfunktion /
Scheitel der Erregerfunktion angibt:

— D=0
D=0,20
— D=0,40
— D=0,60
— D=0,80
— D=1




Als Verlauf von V in Abhiangigkeit der Dampfung D ergeben
sich die obigen Kurven:

Bei Q~w; ergibt sich fiir D~0 Resonanz oder Uberh6hung, was
bet jeder Art von Anwendung vermieden werden soll.

Beispiel:
In der obigen Abbildung fahrt der Fahrer iiber ein Pflaster mit

einer Art von Kopfsteinen im Abstand von 20 cm mit der Ge-
schwindigkeit v= 10 km/h = (25/9) m/s . Als vorherrschende
Frequenz der Anregung ergibt sich fan= v/0,2 m ~ 14 Hz und

als Q=2-n-f,, ~ 87 rad/s. Die Eigenkreisfrequenz des unge-
dimpften Systems ist

@, = \/% , m ist die Masse von Fahrer und Fahrrad = 80 kg, c ist

die Federkonstante, sie wird abgeschatzt B das Rad soll sich bet

80-kg-9,81m/s?
0.01lm

Belastung um 1 cm senken » €= und damit

o, ~31rad/s und LLIN 2,8

10
Es wird eine mittlere Dampfung D= 0.2 verwendet, damit erhalt
man eine Vergrof3erungsfunktion von V~1,13. Abhingig von
verschiedenen Radtypen ergeben sich nattirlich unterschiedliche
VergroBlerungsfunktionen, das Befahren von Kopfsteinpflastern
ist aber 1n jedem Fall eine Herausforderung fiir Rad und Fahrer.

*) Fourier-Transformation: f (t) = Z[Ak COS(mkt) +B,sin (mkt):'
k=0

0
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Rezfentederung:

Der luftgetiillte Reifen mit dem Druck p erfahrt bei Belastung
mit der Masse M eine Finsenkung h und bildet eine plane Fliche
S (Abb.) , die je nach Reifenart verschieden grof3 austallt.

Wird der Reifen auf dem Boden samt Felge impulsf6rmig ange-
regt, entsteht eine gedaimpfte Schwingung, die zeitlich nach einer
e-Funktion abklingt. Eine charakteristische Grofe ist wie im vor-
herigen Fall die Resonanzfrequenz fy des schwingenden Sys-
tems, sie ergibt sich ndherungsweise folgendermallen:
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a=2-y2-h-R-h’ (Formelsammlung);S~a-2-r,—n-r; (Abb.)

=4.1,-72-h-R—h?—12-n;F=p-S:r. = Reifenradius

Federkonstante czd—F — 4-p-ts '(R ‘h).
dh  \2-h-R-h’

p-r;-(R-h)

fl.J
© mAM-h-(2-R-h)

fiﬁ
2-1 \M

Beispiel: Radins des Rades R=36,82 ¢, Reifenradius rs=1,15 cm,
M=50 kg, p= 3 Bar= 3-10°Pa, h=1 cnb fp~542 5’

Resonanzfrequenz als Funktion der
Durchsenkung h, M=50 kg, p=3 Bar

-
-
-
-
- -

05 10 15

Wird der Reifen z.B. durch Kopfsteinpflaster oder dhnliches mit
der Resonanzfrequenz angeregt, entstehen extreme Vibrationen.

Siehe: Thomas Senkel, Carl-von-Ossietzky-Universitat Oldenburg, ,,Fede-
rungseigenschaften von Fabrradreifen* mit Messungen und Aufgabe 10.
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Rabmenkrdfte

In der Abbildung ist der Rahmen eines Fahrrades skizziert. Fyist
die Kraft auf den Sattel, hier mit einer Masse des Fahrers von

100 kg » F1= 981 N. F.ist die Kraft auf die Lenkstange, sie wird

hier vernachlissigt (frethandig fahren). A und B sind Auflager-
krafte auf die Festlager des Vorder- und Hinterrades. Der Rah-
men ist im statischen Gleichgewicht, sodass in jedem Knoten I,
I1, I1I...die Summe der Momente Kraft x Hebelarm und die
Summe der Krifte null sein muss, sonst wirde sich der Rahmen
bewegen. Mit dieser Bedingung lassen sich die Auflagerkrifte
und Stabkrafte berechnen (Knotenpunktverfahren).

8

8

D

D

D
/

A= A o " l/ d.- L P | /_5 ’\\/. BX o
-200 A 200 400E u/ I l 600 800 B1 0 1200
Ay By
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Aus den Mallen der Skizze (mm) entnimmt man die Hebelarme
und Winkel und daraus die Stabkrifte . Fur verschiedene Anord-
nungen der Stibe lassen sich die Stabkrifte berechnen und da-
nach entscheiden, ob bestimmte Materialien fiir die jeweilige Be-
anspruchung geeignet sind.

Beispiel Auflagerkraft A:

> M, =0->1000-By-300-F, =0 ergibt B,
.

Y F,=0->A, +B, —F =0ergibt A, mit B, von vorher
= _ . B

Y F,=0—>A, +B, =0ergibt A, mlt?y:tan[}

Knoten | :

Stabkraft F,.

.
Y F,=0>A, +F,-c0os(90°—0a)=0ergibt F,.
Stabkraft F,. :

>+

ZEX' =0—> A, +F, +F, -cos(a)=0ergibt F,. usw.

Siehe Video’s im Internet und Cremonaplan zB.: https://www.youtube.com/watch?v=sZ4L0TtCCXw

Man erhilt ein System von Gleichungen
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1000-By—300-F1:0;
A, +B -F =0;

B
AX+BX=O;?y=tanB;

A, +F,.-c0s(90°-0)=0;

A, +Fy +F -cos(a=0);

—Fyc -sin(a)—Fe -sin(y)—F =0;
Fep = Fac -C0OS(at) + R -c0S(y) =0;
—Fyp -sin(B) - Fep -sin(8) =0;

Fep -in(8) + R -sin(y) =0;

mit dem Ergebnis (+ Ziehen, Zugstab » AE, ED, - Stauchen

bei Stiben, Druckstab »AC, EC, CD, BD)

F/N.. @l %

F; 981.00 « 63.43
A, 49.05 y 71.57
A, 686.70 & 56.31
B, 49.05 S 80.54
B, 294.30

Fac -767.75

i 294.30

Fec -310.22

Foo -245.25

Fin -298.36

Fep 353.70
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F,(981 N)
Il

-245,25 N

Die Belastung der Rahmenteile und Auflagerkrifte andert sich,

wenn Kraft auf die Lenkstange ausgetibt wird. Als Beispiel soll
der Sattel mit 70 % des Gewichts und die Lenkstange mit 30 %
des Gewichts belastet werden. Als Ergebnis bekommt man dann

F/N.. al %

A, 29.43 & 63.43
A, 510.12 y 7157
B, 29.43 & 56.31
B, 470.88 5 80.54
F; 686.70

F, 294.30

Fic -570.33

Fac 284.49

Fie -186.13

Fop -196.20

Fap -477.38

Fep 212.22
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Muss gepruft werden, ob die verwendeten Rahmenteile den zu-

lassigen Spannungen o, =—=

rechnet man fir die einzelnen Rahmenteile die Spannungen.

F

Kraft

A Flache

=d

ww o€

gentigen (Knickgefahr), be-

Die Flache des abgebil-

deten Rohres ist
A=D*. ——d

~392,7 mm?

und damit fir die einzelnen Rahmenteile

TC TC
2 4 4 (Dz_dz)

F  Fsigp/N o/N-mm2 F  Fsegp/N o /N-mm=2
Fio -767.80  -1.96 F,. -570.30  -1.45
F.r 294.30  ©.75 F,r 284.50  0.72
Fre -310.20 -0.79 Fge -186.10  -0.47
Fo, -245.30  -0.62 F., -196.20  -0.50
Fop -298.40  -0.76 Fpy -477.40  -1.22
Fep 353.70 0.990 Fgpp 212.20 0.54
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Kurve des Hinterrades

Der Kurvenverlauf des Hinterrades bei bekanntem Verlauf des
Vorderrades 13t sich mit sog. Traktrizes (Schleppkurven, Verfolgungs-
Hundekurven) bestimmen. Bet der ,,geraden Traktrix* (behandelt von
Christian Huygens 1629-1695) ist der Abstand d (Abb. S. 37) vom
Berthrungspunkt der ,,Verfolgerkurve® und der Kurve des ,,Verfolgten®
konstant. Bei Fahrridern kann der genaue Kurvenverlauf von Vorder-
und Hinterridern bet der Anlage von kurvigen Radwegen mit
Gegenverkehr notwendig werden.

Im einfachsten Fall bewegt sich das Vorderrad gemal3 Abbildung auf
einer Gerade von P; nach P, und das Hinterrad HR tangential an der
Traktrix von HR nach HR, der Abstand d = Radstand I. (S.31) zwischen

den beiden Achsen ist dabei immer konstant.

Der funktionale Kurvenverlauf ist in der Literatur abgeleitet (z.B.
Wikipedia) und lautet
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d++/d* —=x°

y(Xx)=d-In —d* —x?
X

. /
v

=arccosh Q
X

Parameterform: {d [t—tanh(t)], }
cosh(t)

Bei anderen Leitkurven wie einer Geraden lasst sich die Traktrix

mit Rechenprogrammen bestimmen.

Zur Abbildung: Bei (0, d) hat die Traktrix den hochsten Wert,
die Richtung des ,,Verfolgers* ( Hinterrad) und die Richtung des

,, Verfolgten (Vorderrad) stehen aufeinander senkrecht B an-

fanglicher Lenkeinschlag 6 = 90°. Der abnehmende
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Lenkeinschlag 6 kann am Winkel Tangente (griine gestrichelte
Linie) mit der Leitkurve (blaue Linie) abgelesen werden.

Bemerkung: Der Begriff ,,Hundekurve® entstand aus dem seitli-
chen Laufen eines Hundes in Richtung seines Herrchens z.B. ei-
nes Joggers. Er rennt von der Seite immer gerade in die Richtung
der momentanen Position seines Herrchens, also tangential zu

seiner Bewegungskurve, obwohl das ein weiterer Weg ist, als
wenn er in einer Diagonalen auf den geschitzten Endpunkt sei-
ner Ankunft zulaufen wiirde.

Bewegungsgleichungen

Aufgrund der Formeln von S. 3 lassen sich die Bewegungsglei-
chungen aufstellen, die Rollreibungskraft soll vernachlassigt wer-
den, x zeigt hangabwirts.

abwarts
m-X= + m-g-sin(a)—g-A-cW-pL-Xzz
aufwaérts 3
. abwarts ] 2 )
m-v= -+ m-g-sm(oc)—g-A-cW-pL-v =

aufwarts

Bewegungsgleichung fir v(t)

Die Losung der Differentialgleichung fir v wird als Nebenrech-
nung unten angegeben. Als Beispiel soll der Verlauf der Ge-
schwindigkeit v als Funktion der Zeit t einmal fur eine Abfahrt
mit Anfangsgeschwindigkeit v(t=0)= 0, einer Neigung von 10°,
einer Flache A gleich 0,6 m?, einer Gesamtmasse von m=100 kg

, k : . .
beip, :1’3m_% bez. cw = 0,9 und einmal eine Aufwirtsbewegung
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mit denselben Daten bet einer Anfangsgeschwindigkeit vo von 25
km/h berechnet werden, Pedalkrifte werden nicht ausgetibt. Die
Ergebnisse sind in den beiden Abbildungen dargestellt..

70+

km
60+ Grenzwert=68.7 T
50+
40+
30+
20+ abwaérts
10+

10 20 30 40

aufwérts

...............
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Bei der Abwirtsfahrt nimmt anfangs die Geschwindigkeit bis
zum Wert v= 68,7 km/h zu, dann ist

m-g-sin(oc):%-A-c\,\,-pL-v2

dh. die Hangabtriebskraft und die Reibungskraft Luft/ Kette
sind gleich groff und damit V=0-—Vv=const.=68,7km/h

Bei der Aufwirtstahrt 1st nach t= 3,9 s die anfiangliche kinetische
Energie durch Hangabtrieb und Reibung verbraucht, dh. v(t)=0.

Die Beschleunigung a(t) und den Weg s(t) erhalt man durch Dif-
ferentiation und Integration von v(t) :

a(t):¥;s(t)ziv(t)dt;

& s(ty/m
600-
500"
400-
300}
200
100%

4'0 t/s

) ! ; t/s
1 2 3 s(f)/m
-1.75} 12:

-1.80} 10}

85 aufwérts

-1.85¢ aufwérts

-1.90¢

o DO

) t/s
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NR.:

Mita:%; b=g-sin(a)

V(t) = \/g.tanh (t AJa- b) ; Grenzwert  u) V= \/E;

a
t(v = O)aufwérts = \/?]B ) arCtan [VO ) \/%)

Soll die Rollreibung berticksichtigt werden:
statt sin (o) —sin(a)—pcos(a)

Berg-und T alfabrt

Bisher wurden nur geradlinige Bewegungen behandelt. Bei tibli-

chen Straflen handelt es sich um Berg- Tal- und Kurvenfahrten,
die Bewegungsgleichungen miissen dann vektoriell mit 7(t) in

Parameterform umgeschrieben werden.

Bei der abgebildeten Strallenfihrung soll untersucht werden, ob
die Abfahrtsenergie gentigt, um einen Salto mit dem Fahrrad zu
drehen, Luft- Ketten- und Rollreibung werden vernachlassigt.

Die Parameterform der Stral3e lautet

t-m
F(t) = 0 ; Tangenteneinheitsvektor = éT =

12-sin(tj
_\2)

t

=l | =l

-m

Normaleneinheitsvektor = éN =T | éT

/1



z/m 2:,

-0.6

x/m

f,(t=0)-T, (t=26)=5,8m =Hohenunterschied Ah

AE, =M-g-Ah =80-kg-9,81-5,8m ~ 4556,6 N -m
mit M=80 kg. Die Rotationsenergie ergibt

E =

rot

2
-@-(2-7t-u)2 :%-225-kg-m2-(2-n-1j ~4441,3-N-m
S

N |-

mit einer Drehfrequenz von u=1/s und dem Trigheitsmoment
®=225-kg-m* | danach wire der Salto gerade méglich.

Eine allgemeinere Bestimmung der Energie bei der Berg- und
Talfahrt ergibt sich aus einer vektoriellen Behandlung:
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t [ O 1-m
AE:JF.%U’[:I 0 | 0 dt
0
1 -M-g 6~Cos(j-m 12-sin(2jm
t B t?
=4556,6-N-m

Die Bogenlange ist

t, 2 = \2 2 ” 6-cos(tj-m 12-sin(tj-m 2
f:;J[@)+(dry]+[dn)dt:; AP i 3 Al € B
P\t 0

dt dt t t

=29,6-m
Nimmt man eine mittlere Kraft von F =10 N fur Ketten- und

Luftwiderstand an, missten noch 296 Nm von AE abgezogen

werden, sodass die Rotationsenergie E. nicht mehr aufgebracht
werden konnte. Da Ketten- und Luftwiderstand geschwindig-
keitsabhangig sind, wirde nur die Losung der Differentialglei-

chungen S. 39 eine genaue Abschitzung ergeben (mit 7(t) als
Zwangsbedingung ).

Mit €7 (X) und €, (X) als Einheitsvektoren in Tangenten- und

Normalen-richtung (in der Abb. mit dem Faktor 2 multipliziert)
ergeben sich Normalkraft und Hangabtrieb aus

0 0
0 |.&|bez 0 |[& =M-g-cos[a(X)]
_M.g _|\/|.g
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z/m

x/m

x/m

_500! 10 15 20 25

ohne die zusitzlichen Zentrifugalkrifte. Die Kurvenfahrt fuhrt

namlich zu Zentrifugalkriften I , die sich aus dem Krim-

. o v?
mungsradius P und der Geschwindigkeit v nach F, =M-—

p
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ergeben und zum Abheben beim Befahren von Kuppen fuhren
koénnen, wenn Fz > Fy ist.

Krimmungsradius p[X]

p/m
70}

60"

50+

5 10 15 20 o5 X/m
z/m
50 Krimmungsradius p *3 m, 5 m
..... g 3 % /-1_\ | - A I
. 5 15 S0——35 XM
-5/
_10_

Im vorliegenden Fall mit M= 80 kg , v= 15 km/h und
p~3mbez.p~5Mp F, ~ 450 N bez. F, ~ 270 N.
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Ab welcher Geschwindigkeit hebt ein Rad von der Kuppe bei

x~15mab?

V2

M - =
p(L5m)

M-g— VZZS'ZT

km

Hier ist die resultierende Normalkraft

F

Nres

=M-g-cos| a(x)]|-M- v(x)’ =0

K = Kriimmung; K* =

Die Besfb/eﬂﬂzgﬂﬁg a bei Kurvenfahrten auch in der Ebene hat

also eine Komponente in Richtung der Geschwindigkeit v in

Richtung der Tangente und eine Komponente in Richtung der

2

. . . .V
Normalen zum Mittelpunkt des Krimmungsradiuses mit " als

Betrag. (Zentripetalkraft)
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Beispiel:
12-sin ();j | siehe nr'z::hste Aufgabe -
y(X)=——=5;%,=10m;V(X,)~2,7-5; v(X,)=11,84-—
X S S
) 3
2
[1+(dyj :I
dx
p= T ~4,876-m—>
dx?
P
. V(X)L ) om
a, =V(X,) &+ -enz(2,7-eT+28.7-en)-s—2
p

a, =+[2,72 + 28,72 .szzzs,g.mz; (pzarctan(%jz%"

S :
€;, €, = Einheitsvektoren in Tangenten —und Normalenrichtung
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Aufoabe:

Ein Radfahrer mit Gesamtmasse M=100 kg fahrt reibungsfrei
aus dem Stand die vorliegende Stral3e y(x)=(12-sin(x/2))/x hin-
unter. Welche resultierende Normalkraft iibt er nach 10 m auf

den Boden aus und wie groB3 ist V(X,)? (Verwenden Sie den
Energiesatz M-g-h=(1/2) - Mv* zur Bestimmung von v, u=0).
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Nach dem Freikorperbild nach d”Alembert (die Krafte mit roten
Linien sind Tragheitskriafte und zeigen in die negative Beschleu-

nigungsrichtung) gibt es die folgenden dynamischen Gleichge-
wichtsbedingungen:

M-g-sin(a)-M-v=0

2

—M-g.cos(a)—M.V—+FNresz0
P
damit
12-sin(2j
y(x)= . ;h=y(0)-y(10)=7,15m;
v(10)= 2-g-hz11,84m;p(10)z4,88m;arctan d_y) ~0,28
S dx /10
2
— o ~16°; FN,eszM-g-cos(oc)JrM-V(lo) ~3820N
p(lO)
m

v=g-sin(a)=2,7-—

Abflugknrve am Ende der Strecke

Am Ende der Strecke bel x= 26 m soll der Radfahrer uber eine
Kante auf einer 2 m tiefer liegenden Ebene landen, die Flug-
kurve und der Landepunkt soll berechnet werden.

Zunachst wird der Betrag der Geschwindigkeit vo am Ende der
Strecke berechnet. Nach Seite 56 erhalt man aus dem
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Hohenunterschied bei Vernachlassigung der Reibung eine Ener-
gie von ca. 4260 Nm und daraus mit M= 80 kg und 4260 Nm=

(1/2)'M'V02 » vo~10 m/s.

x/m

Als nichstes wird der Winkel P aus der Steigung bestimmt:

dy (x)
dx

Vo'Sin((P)
_ (0 Y, —ta "+, = Vo rcos(9) ),
as‘(—gj’ (t)_g e [vo~sin(¢>)—9't}

Xa +V,-COS(@)-t ] [ 26+10.63-t ]

¢ = arctan( XA

214 | s

~11° —> Vv, =[
S

V, -cos((p)j B (10, 63) m

6-5in(13) 5 14t a0.12

F(t)—_:[V(t)dt’—[

Ya+V, -sin(cp)-t—%g-t2

Das ist die Parameterdarstellung des Ortsvektors der Kurve,
x=x(t) und y= y(t) werden als Funktion der Zeit beschrieben.

x =26 m+10,12m/s" t;y = 0,19 m +2,04 m/s* t — 4,9 m/s*¢*
Die Kurve ist in der Abbildung rot eingezeichnet. Den Auftreff-
punkt erhalt man aus :

, 6-sin(13)

yA+v0-sin((p)-t—%g-t +2,14-t—4,9-t* =-2-m

35,8 m

teg 0,92 > F(tEnd) ~ [_2 m

j’ Xend =35,8m, Yena = —2m
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Soll y als Funktion von x dargestellt werden, muss t aus der Glei-
chung fir x(t) in y(t) eingesetzt werden

X(t) =X, +V,-cos(o)-t; y(t):yA+vo-sin(cp)-t—%g-t2

g-(x—xA)2
2-v,2-cos ()

Y(X) =Y — +(X=X,)-tan (o)

Lagrangegleichungen 2.ter Art (siehe auch Aufgabe 14):

Die Bewegungsgleichungen x(t) lassen sich auch aus kinetischer
und potentieller Energie nach den ,,Lagrangegleichungen 2.ter

Art* gewinnen
g(a) g
dt\ ox OX

mit der Lagrangefunktion L= Eji,- Epo. Im vorliegenden Fall ist

2
1 1 6-cos()2() 12-sin()2(j
E.. == M(X*+y*)==-M-{X*+%*- -
kin 2 ( y) 2 X X2
12-sin()2(j
Epot:M'g'y(X):M'g' X
X x X
1 6-003(2j 12-sin(2J 12-sin(2j
L==-M-{x*+Xx* - . -M.g-———%2
2 X X X
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25 .

es wird von einer Fahrt mit vernachlissigbarer Reibung unter der
Schwerkraft Mg ausgegangen. Mit Reibung muss die Lagrange-
gleichung um eine Dissipationsfunktion P erweitert werden
(siche © am Schluss). Die Losung der Lagrangegleichung fihrt

y(t), v(t) usw. ergibt.

Kurvenfahrt (siehe anch S.13)

Als Beispiel fur eine Kurvenfahrt soll die Abfahrt auf einer
schraubenformigen Strale z.B. in einem Parkhaus behandelt

werden.
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Die Parameterdarstellung lautet (Formelsammlung) als Funktion

vom Bogen s

a- Cos(#
a’+b’

a-Sin(————
a’ +b?

b

S

*S

Ja? +b?

-m

)-m

)-m
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Der Krummungskreisradius

a’+b?

a

p:

Der Einheitsvektor in Richtung der Tangente hat die Richtung

S

Ist konstant 5,2m mit a=5m und b=1mbeim verwendeten Beispiel.

a-Sin( aerbz) 5.3in(\/32_6)
Va® +b? J26
s s
dT: ) a- Cos(m) | 5 COS(\/%)
ds Jaiip? | J26
b 1
a’ +b? V26

der Hangabtrieb ergibt sich aus dem Skalarprodukt

0
Fo=| 0 |eT=29M _ onst ~192,4 N mit M =100kg
Mg a®+b’

Damit lauten die Bewegungsgleichungen

abwarts b . g . M

au%ts = —E-A-cw -p -V, (1)

2
1 /3.I-k-t

M (a2 + bz)ﬂ4

abwarts
2 =+ K _E.|.

aufwarts \/3_2 + b2 3

S

M-v,(t)=

v, (1)

§-k-Tanh
\/2

Vs(t): \/T-(a2+b2)1/4

V, (t=0)=0; keine Pedalkréfte

mitk=b-g-Mundl=A-c, -p,
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Das Ergebnis 1st analog zu den Bewegungsgleichungen S. 39: bet

der Abwartsfahrt nimmt die Geschwindigkeit (vo =0) zu bis
Hangabtriebskraft und Luftreibungskraft gleich werden

3k .
\' — 4|2 .

sGrenzwert 1/4
| (a2 + bz)

Der Grenzwert wird bet der abgebildeten Schraube nicht er-
reicht, weil der durchfahrene Bogen zu kurz ist.

2
v, (t
Ein Wegrutschen droht nach Seite 12 ab Huar = % , mit

My =0,9 bei ~24 km/h | das ist nach ~3,6 s und Weg s~12,5 m

erreicht mit s(t)= IVS (t')dt" (siche Abb. ). Eine zusitzliche Kraft

F durch Treten der Pedale ( Seite 9 ) wird in die Bewegungsglei-
chungen additiv dazugesetzt und die Differentialgleichung damit

gelost. (,,Riccatische® Diffgl. )

km
e
h

70+

km
60+ Grenzwert=73. 7
50+
40+
30+
20~ abwaérts
10+

10 20 30 40 us
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Wege im Sekundenabstand

y/m

z/lm _5

5
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Kinetische Energie, Rotationsenergie

Bei genaueren Berechnungen und schwereren Radern ist es
manchmal notwendig, die Rotationsenergie der Rader

2
Tzl.@.(pz :%-@-% (Rollbedingung x=R-¢ —>Vv=R-)

2

zu berticksichtigen. Sie ist klein gegentiber der Kinetischen Ener-
o1 X ) ) X
gie - M-Vv*. Als Gesamtenergie mit Vorder- und Hinterrad mit
jeweiliger Masse Mr.a ergibt sich mit ® von Seite 30
1 1 1 1 M. -R..2? v
S MV+2- 2.0 ~=-M-v?+2.2.Rad “Rad | >
2 2 2 2 2 R

Rad

2

z%-vz-(M+MRad)

also ein Verhaltnis im Prozentbereich

E M Rad

rot .
~Y

E kin M Radfahrer+gesamtes Fahrrad

Energieverbrauch

Der Luftwiderstand bildet den gro3ten Bremswiderstand beim
ebenen Radfahren, die Leistung P ist nach Formel S.3



proportional zur Geschwindigkeit v°. In dieser Formel wurde als
Beitrag von Kette, Lager und Reifen 1/3 des Luftwiderstandes

F =cy '%'A'VZ dazugesetzt. Andere Beitrige konnen durch einen

Faktor k leicht berticksichtigt werden:

aufwarts

{I\/l-g-|:u-COS(OL) + sin(a)}+%-(1+ k)-CW-pL-A-VZ}-V

abwarts

fir k= 1/3 ergibt sich die Formel S. 3, die Neigung « und W
wird in den folgenden Darstellungen zu null angenommen, die
Querschnittsflaiche A zu 0,45 m? der Widerstandsbeiwert cw zu
0,9 und p,2u1,3-kg/m’ . Der Wirkungsgrad der Muskeln wird zu
20% angenommen. Damit ergeben sich folgende Zusammen-
hange:

Py ist die von den Muskeln aufzubringende Leistung (k=1/3),
bei k=0 wird die Bremskraft von Kette, Reifen und Lager ver-
nachlissigt. (1 k] = 0,239 kcal, 1 kcal = 4,184 kJ, Fett: 9 kcal/g

=37k]/g)

Multipliziert man die Leistung mit der Zeit, ergibt sich der Ener-
gieverbrauch in KJ oder kcal, in der folgenden Abbildung ist der
Energieverbrauch bei einer Stunde Fahrt mit der Geschwindig-
keit v dargestellt:
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Muskelleistung P,; und mechanische
Leistung aufgrund des Luftwiderstandes

PIW
600}

500"

400+
300
200+
100-

Energie, die bei einer Stunde Fahrt von
den Muskeln aufgebracht werden muss
als Funktion der Geschwindigkeit

Eulkd
Eulkecal

2000

1500

T

1000

500

T

T 10 20 kmih
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Werden andere Zeiten und Querschnittsflichen A (0,3 m?* ge-
duckte Haltung bei Rennfahrer 0,45 m* normal sitzend, 0,6 m?
aufrechte Haltung ) gewahlt, bentitzt man Formeln:

EM[kJ]:

aufwarts

{M-g-[p-cos(a) + sin(a)}+%-(1+k)-cw-pL-A-vz}-v-3,6s-n

abwarts

n = Zahl der Stunden (30min —n =0,5)
E, [keal]=E,, [kJ]-0,239

1 meist ~0, a ohne spezielle Kennzeichnung = 0, vin m/s, M
= Masse Fahrer und Fahrrad ~100 kg, k=1/3

Mit der Formel lassen sich die zeitlichen Verlaufe des Energie-
verbrauchs der Muskeln fur verschiedene Steigungen darstellen,
eine waagrechte Linie bedeutet eine Abwartsfahrt, bei der die
Hangabtriebskraft gleich der Luftwiderstandskraft bei der ge-
wahlten Geschwindigkeit ist.
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aufgewendete Muskelenergie als Funktion der
Neigung a und der Zeit nin h, v=25 km/h, M=100 kg

EnlkJ
40000
L 0'46
30000
20000
S
[ &
10000/
-0°
o5 10 s 20 25 ae M

Gegenwind, Mitwind

Bei Gegenwind muss der Luftwiderstand in den Formeln Seite 3
und 2 verandert werden. Der Fahrer fahrt nun gegen die Wind-
kraft Fr. mit der Relativgeschwindigkeit v (Abb.)

-1

I:L :§°pL°CW'A'VreI °vrel

—
V Fahrt
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Die Energie, die er fur ein Wegstick S aufbringen muss, ist F.s

1
Fahrt 2 ) pL A \ VFahrt vV rel

rel

und die Leistung P = F

dh.

aufwarts

P= m-g-[u-cos(oc) + sin(a)]v+§-cw P AN VeV

abwarts

Das Skalarprodukt ergibt :

= o Veannt Ve - COS (<):VreIVFahrt ) B
VFahrt'VreI - O ' . - VFahrt rel CC)S(<):VreIVFahrt)
VreI -SIN (<):V VFahrt )

rel

oder mit Winkel 0 (Pythagoras):

\/VFahrt Viing” =2 Vian * Vwing - C0S(8) Weiterhin gilt

_ = = _ 2
VFahrt V VFahrt (VFahrt ~ Viwing ) = Vet

~Veant * Vwing - COS (e)

Damit erhalt man

aufwarts
P(v):m.g.{u-cos(a) — Sin(a)}.VFamng,

abwarts 3

'CW P A- \/VFahrt2 Wlnd -2 VFahrt Wind -COS (e) ( Fahrt ~ Wmd -COS (e)) Fahrt
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Leistung als Funktion der Windgeschwindigkeit
Gegenwind,a=0, A= 0,45 m? Veani= 25 km/h

P/W
600+
5001
400~ | s
300+
200" //
a= 10 20 30— Vwikmih
Leistung als Funktion der Windgeschwindigkeit
Ruckenwind,a=0, A= 0,45 m?,Veani= 25 km/h
P/W
200+
150+
100+ : 7
50+
1'0 2'0 vw/km/h

6=90°,Seitenwind
6=100°

6=110°

6=120°

6=130°

6=140°

6=150°

6=160°

6=170°
6=180°,Gegenwind

6=0°,Ruckenwind
6=10°
6=20°
6=30°
6=40°
6=50°
6=60°

- 6=70°

6=80°
6=90°,Seitenwind
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Nullstellen fiir die Leistung P ergeben sich, wenn die Projektion
der Windgeschwindigkeit in Fahrtrichtung gleich wird der Fahrt-
geschwindigkeit.

V. = VFahrt
W

0

V Fahrt

Dann ersetzt die
Windkraft die Pedalkraft zur Uberwindung der Reibungsverluste,
dh. das Fahrrad fahrt von selbst und beschleunigt fiir

VFahrt
Cos(e) , P wird negativ.

Vy >

Gemessen an der notwendigen Leistung bei Windstille von ~
117 W (A= 0,45 m*, veae= 25 km/h) macht sich der Einfluss
von Wind ab ving > 10 km/h immer starker bemerkbar. Die
Querschnittsfliche A ist streng genommen die Fliache in Rich-
tung der Relativgeschwindigkeit.

Zur Ableitung der Formel fiir den Luftwiderstand nach Seite 2
siehe :

,,Physik des Alltags am Beispiel der Energetik des Fahrrads®,
H.J. Schlichting, U. Backhaus, technic-didact 8/1,27 (1983)
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Es wird dabei von einer Luftsaule der Lange v At und Quet-

schnitt A ausgegangen, deren Masse mit einem unelastischen
Stof3 durch den Fahrer auf Fahrgeschwindigkeit gebracht wird.

Liegerdder:

Liegerader sind auf langen ebenen Strecken ohne Autoverkehr
und Steigungen uniibertroffen (Max Klingseisen). Aufgrund der
Gegenkraft der Sitzlehne ist eine relativ optimale Kraftibertra-
gung auf die Pedale moglich, gleichzeitig hat man eine geringere
Angriffsfliche A, sodass die Luftreibungskraft klein ist. Die Me-
chanik und Dynamik der zweiradrigen Liegerdder gehorcht im
wesentlichen den bisherigen Formeln. Wegen des Fahrerschwer-
punktes relativ weit hinten, kann es bet Steigungen ( Neigung o)
zu Uberschligen nach hinten iiber den Beriihrungspunkt Hinter-
rad-Boden kommen, die Beschleunigungskraft nach Formel Seite

42 dazu

(|\/|1_|_|\/|2).ax _ g'(M1+M2)°(a°M2+b'M1)-COS(OL);
M,-h,+M,-h,
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ist klein und hangt von den geometrischen Verhaltnissen und

den Massen von Fahrer und Rad ab. Das Fahren im Autover-

kehr ist nicht zu empfehlen, durch die niedrige Lage unterhalb
der Sitzhohe der Autofahrer sind die Fahrer leicht zu Gbersehen.

Die Normalkrifte Fxu und Fnv ergeben sich aus der Kriftebi-
lanz in y-Richtung und aus dem Drehimpulssatz beziiglich
Schwerpunkt S ohne Beschleunigung und Reibung zu

F,, +Fy,-M-g=0
O, H;=0—>F, -a—Fy -b=0

=P =T M T

Der Index H bezieht sich auf Hinterrad, V auf Vorderrad. Mit

negativer Beschleunigung B Bremsen des Hinterrades B Fruy =

1Ry
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O =0—>—p-h-Fyy +Fy a—Fy b=0
FNH+FNV—M-g:o;X=%

M-g-(b+h-p). . _ M-g-a

= F, = : =
" a+b+pu-h a+b+pu-h

M ist die Masse von Rad und Fahrer, 1t der Reibungskoeftizient

Beispiel: p=0,8 kein Gleiten, M=100 kg, h=0,6 m, a=1,50 m,
b=0,2 m, ¢=9,81 m/s

1.Fall (ohne Bremsen) » Fxyv~115 N, Fxu~865 N

2.Fall (mit Bremsen) » Fav~306 N, Fanu~675 N,

m
<2

X z—5,4S

Es soll die Bremszeit und der Bremsweg bis zum Stillstand be-
rechnet werden bet einer Anfangsgeschwindigkeit vy von

25 km/h = (125/18) m/s. Die Gleichungen dafiir lauten:

. m
xS:aS:—5,4-S—2
t
v(t):ja dt'=v, +a. t=22. M _5,.M
) 18 s s?

t
X(t)=J.v(t’)dt’+x0 :x0+v0-t+a_25.t2 -
0

=0+ 12_59 t—i 54
18 s 2
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Bremsdauer tg » v(ts) = 0 B tg = 1,286 s

Bremsweg xg =x(tg) Pt in x(t) eingesetzt ergibt xp = x(tg) =
4,465 m
Auf dasselbe Ergebnis kommt man mit dem Energiesatz:

M- Fan - Xg Z%'M'Voz

Bremsweg bis zum Stillstand

______-_____-___________-_-..

02 04 06 08 10 12
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Geschwindigkeit bis zum Stillstand

Lastenrdder:

Wenn sich die Last vorne befindet, riickt der Schwerpunkt im
Bild mit dem Liegerad ( v zeigt nach links ) nach links a < b und
nach unten. Die Masse ergibt sich aus der Last (angenommen 50
kg), aus dem Rad (angenommen 40 kg), aus dem Fahrer (80 kg)
und eventuell aus Motor und Akku (10 kg) zu ca. 180 kg. Wird
dasselbe Beispiel wie beim Liegerad mit M= 180 kg, h= 0,4 m,
a= 0,5 m, b= 1,5 m und sonst gleichen Werten durchgerechnet,
erhilt man wesentlich lingere Bremszeiten und Bremswege, so-
dass dies im Stral3enverkehr eine gewisse Gefahr bedeutet. Mit
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. m km
Xs ==L 7 — ausden Gleichungen und Vo = 25 o ergibt

S
sich
Geschwindigkeit bis zum Stillstand

v (f)

%

6L

5l

4

3r

2f

1L

OO

Bremsweg bis zum Stillstand

X (t)

m
:‘2‘ X(ta)
10+ 5

8

6 .l

4l

: s

1 2 3 j @
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Fxv~1385 N, Fxnu~381 N » die Belastung des Vorderrades 1st
sehr hoch !, die Verteilung auf zwet Rader ist sinnvoll.

Uberschlag siber den 1 enker:

Da der Schwerpunkt beim Lastenrad relativ weit vorne in Fahrt-
richtung liegt, kann eine Vollbremsung mit dem Vorderrad zum
["Jberschlag Uber den Berihrungspunkt Vorderrad — Boden fiih-
ren. Die dynamischen Gleichgewichtsbedingungen dazu mit der
Normalkraft hinten Fxu= 0 ergeben sich nach der Abbildung

( Bewegung nach rechts ) zu:

FNV_Ml‘g—M2'9=O;
M,-g-b—M,-X-h;—M,-X-h,=0

(Drehmomente im Uhrzeigersinn sind negativ, x-Richtung nach
rechts, y-Richtung nach oben)
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Ergebnis:

. M, -g-b

X = 1 Fo =(M,+M.)-g;
M,-h,+M,-h,” ™ (M, +M:)-g

_(M,;+M,)-g-b
h1+h2-I\/I2

1

FRV

Mit M>= 50 kg, M;= 130 kg, h1= 1 m, h,= 0,6 m, b= 0,6 m ist
X ~4.8 m/s? Fxv~1766 N ( Verteilung auf zwei Rader !), Frv~
861 N; Siehe Aufgabe 11!

Aus der Beschleunigung kann wie beim Kapitel Liegerad aus e1-
ner gegebenen Geschwindigkeit Bremsweg und Bremszeit be-
rechnet.

2
s(t):%-X-tz,v(t):x-t(vtzo:vo,st:o:O)—w(:%

V2

S = —"-|(genaue Ableitung S.117)

Bremsweg — 2.%

Sicherbeit:
Aus welcher Hohe muss man fallen, um dieselbe Crashenergie ( pro Fabrer)

zu erfabren, wie bei einem Zusammenstofs mit einem gleichschweren Fabrer
bei einer Geschwindigkeit von 25 fkm/h ¢

1 , Vv?
M-g-h==-M-v"=>h=—=2,46m
2 2-9
: (1 2 :
Dieselbe Crashenergie [E M-v j erfahrt man, wenn man mit

derselben Geschwindigkeit gegen eine Betonwand fahrt.
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Getiihlsmallig meint man, ein Fahrer 1, der gegen die Beton-
wand fahrt, misste doppelt so schnell fahren ( mit der Ge

schwindigkeit 2-v ), um derselben Crashenergie ausgesetzt zu
sein, wie jeweils ein Fahrer 2 und 3 beim frontalen Aufeinander-
prallen mit je v als Geschwindigkeit.

Dann hitte Fahrer 1 die Energie

Elzé-m-(z-v)2 =2-m-Vv?;:

Fahrer 2und3— E, +E, = 2-%-m-v2 =m-V?
dh. Fahrer 1 hatte die doppelte kinetische Energie, wie die Fah-

rer 2 und 3 zusammen, musste also die 4-fache Crashenergie wie
jeweils Fahrer 2 oder 3 ertragen !!

Weiterfiibrende L iteratur :

1) Carsten Bielmeier, Universitat Wiirgburg, Hansarbeit Staatspriifung,
“Fabrradphysik “

2) Russell C. Hibbeler, “Iechnische Mechanik 2, 3, Pearson Studinm.
3) Friedhelm Kmypers, ,,Klassische Mechanik “, Wiley-1"CH.
4) Hans, |.Paus, ,,Physik in Experimenten und Beispielen*, Hanser

5) H.J. Schlichting, U. Backhaus, ,,Physik des Alltags am Beispiel der
Energetik des Fabrrads®, technic-didact 8/ 1,27 (1983)
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1.)  Stellen Sie die Gleichungen fiir Krdfte und Drebmomente fiir abbe-
bendes 1V orderrad anf mit m als Gesamtmasse, a dem Abstand
des Schwerpunktes zum Hinterrad und b der Hohe des Schwer-
punktes.

Bestimmen Sie die dazu notwendige Beschlennigung X, die Nor-
malkraft Ext anf das Hinterrad und die Haftreibungskraft Fr .
Zeigen Ste, dass die Beschleunigung einfacher aus der Gleichung
S.43 unten fiir die Belastung der Rider bei Beschleunignng mit

Fnv-= 0 zu berechnen ist.
(m =105 kg, a =0,8 m, h = 1,50 m)

Losung:

Foy—m-X=0;F,,-m-g=0;

-F-a+m-X-h=0

., d- a

X:Tg;FNH =m-g; Ky :E'm‘g
a-g

S43:Fy =0 > K ===,

% 5,230 F,,, ~1030N; F,,, ~549,36 N
S

2.)  Wie grofs ist die Belastung von 1 order- und Hinterrad obne Be-
schlennigung und Abbremsung mit b=1 m als Abstand S chwer-
punkt - 1V orderradachse, der Gesamitmasse m und a wie bei Auf-
gabe 1 ¢
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3,

Losung:
Im Kapitel ,,Belastung der Réider bei Beschlennigung® .43 wird

b a
X=0qesetzt > F,=m-g-——:F, =m-qg-——;
g NH g a+b NV g a+b

F., ~572,25N; F,, ~457,8N;

Ein Radfabrer fiahrt anf einer Babnkurve y(x) = 50/ x? wobei er
im Punkt P die Geschwindigkeit vp = 25 kmi/ b und die Beschlen-

m
s hat.

nigung Vp =3

6 8 10 12
Bestimmen Sie die Beschleunignng in Richtung der Normalen der
Bahn, die resultierende Beschleunigung und die Normalkraft der
Rdider anf die Bahn (Gesamtmasse M= 100 kg)

Losung:

~ 25°

2
dy(x) _ 100 ; d’y(x) _300 0 = arctan (dy(x)j
dx x> odx* x* dx

P

105

14

x/m



2
- Ve . : ~ L
a, =—-€_ mit p=Krimmungsradius und €  dem Einheitsvektor
p
in Richtung der Normalen.

273
dx ( 100002
,003-| 1+ X

p(x)=
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~y

" p  578m s? s’

(125 mT
===
a =Y - 18 s ~8,34m;at:3m;

2
2
v m a
a= \'/24{ ) ~8,86— ; ¢ =arctan —L ~ 20°
s a

n
X=6m

~ - . 2,122 3,50 6,2
d=a, € +a, € ~ + ~
-1,26 7,57 6,3

; 0,907 . 0,42
t"1-042)" " {091}
2

F, = M-g~cos(6)+M-V—
P

~1724N

P

4.)  Geben Sie in einer einfachen Formel die Neigung a° an, bei der
dnrch die Gewichtskraft anf das Pedal die maximale Kraft vom
Hinterrad gerade den Hangabtrieb kompensiert, dazu ein Beispiel.
Losung:

Nach S. 10 gilt:

R r .
— FP . Kurbel  “Zahnradhinten N

I:Hinterradmax — R
Hinterrad rZahnradvorne
: R Kurbel rZahnradhinten
m-g-sina=F, - :
Hinterrad rZahnradvorne
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oL = arcsin |:P R Kurbel . rZahnradhinten
m-g R r

Hinterrad Zahnradvorne

m :8 0 /ég) 7 Zabﬂradyome:0)7 7, 7, Zabﬂradbiﬂleﬂ:0;05 772,

RHz'nfemzd: 0) 7566/2 772, RKWM: O, 77 Y//4

o

a
14
12t
10+
8t
6f
4
2
200 400 600 80(5: P
o, = arcsin m°g. RKurbel ‘rZahnradhinten SN
m- g RHinterrad rZahnradvorne
o, = arcsin RKurbel .rZahnradhinten
RHinterrad IFZahnradvorne

= 13,34 ° miut den obigen Daten.
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5.)  Welche maximale Strecke kann ein E-Bike theoretisch mit einem
Speicher der Kapazitat 20 Ab und einer Spannung von 36 1V anf
ezner StrafSe der Steigung 2% uriicklegen ohne dass Energie siber
die Pedale zugefiihrt wird 2 Von der Energie des Akku s wird
ezn Verlust von 25% abgezogen, die Geschwindigkeit des Pedelecs
soll 12,5 km/ b sein. (M=100 kg, v=12,5 km/ h,er=0,9,

PLu =1,3%u=0,1)

Lisung:V erwendet wird die Formel S.4 fiir Er und gleichgesetzt
der Akkn-Energie, darans erhalt man die Strecke As.

Winkel a der Strafe:
Steigung 2% bedentet, dass anf 100 m ein Hohenzmwachs von
2 m vorhanden ist, dp.

( 2m
o, = arctan .

~1,15°
00 m]

Energie des Akkn’s:

-3600s

20 Ah = 72000 As;;
VAs—Ws—Nm—kg-(m]2
s 2

Ep =72000As:36V = 2592000 kg -
S
2
E v, —0,25-E,,, = |1,944-10° . KO
S
S4 2
E. {Mg -(u-cos(a)+sin(oc))+§-AMme, Cyy -pLuﬁ}-As S
~1121,03.KEM s
S
2
1,044.10° KM _ 121 93.KIM x5,
S S
AS =16 km
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6.)

7.

Ein leerer Rad-Schlanch wird relativ schnell anfaepumpt, sodass
ezn vernachldssigbarer Temperaturausgleich mit der Umgebung
stattfindet (adiabatischer 1 organg). Bestimmen Sie die Tempera-
turzunahme der Luft im Schlauch mit einem Beispiel. (Spezifische
Gaskonstante der Luft Ry = 287,058 ]/ (kg K)

Losung:
Adiabatengleichung
p-V' =const.; ideale Gasgleichung:p-V=m-R,-T -
m-R.-T Vin p\'iTconst T T T
V=—" - —g=const > =—2
P P !
v-1

E
TZ:Tl-(E—j] ;

Beispiel: T/=20°C+273 = 293 K; p; = 102800 Pa ;
$2=202800 Pa, Y=14 » T:~355,8 K § ~ 83 °C

Schditzen Sie anhand der idealen Gasgleichung (vorberige Anfgabe)
ab, ob das Gewicht des Fabrers einen signifikanten Einfluss auf

den Reifendruck hat.
Losung:

Der Reifendruck erbibt sich, weil das Gewicht des Fabrers den

Reifen um die Strecke b quetscht (Abb). Da m, Rsund T in der
idealen Gasgleichung konstant sind, gilt p+1"= const .
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Fiir die Zunahme des Drucks erhalt man
const.

const. dp(V) const. dp 2 av
V=" v TTVE T
D const.
V
d_p+d_V:0 ; adiabatisch _)d_p+d\/_-y:O
p VvV p VvV

Zur Abschatzung der Volumenabnabme muss das V'olumen des
um b gequetschten Teils berechnet werden.

111



Dazu wird die Fléiche des Kreisabschnittes (gelbe Fléiche) S be-
stimmt und mit dem Schlanchradius rs multipliziert, das ergibt
die ungefihre Grofse der 1 olumenabnabme.

Nach Formelsamminng ist

S:\/(Z’R_h)’h '(h—R)+R2arcsin{(2'RF;h)'h}

Mit R=36,83 cim, h=2 cm, r¢=1,15 cm erbdlt man S~32 cn?
und ANV ~37 cni’; mit

AV 1
VSchIauch =2 Tcz ‘R~ I = 836 Cm3 - 7 ~ _2_3 und damit

A 1
?p ~ 23 also eine vernachlassigbare Druckerh6hung.

Slem?
40+

T

30
20t

10f

Bt
0.5 1.0 1.5 2.0
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8.)  Bei welcher minimalen Riicken-Windgeschwindigkeit der Richtung
0= 0° bez. 0= 40° kann ein Radfabrer mit 25 km/ b sich obne
zu treten vom Wind treiben lassen ¢ ( Neigung a = 0°, A= 0,45

9,

m? ).

Lasung: P= 0 » bei 0= 0 vyina = 25 km/ b, bei 0= 40° nach

Formel bei viing ~ 33 k) b.

Extremalanfgabe ( Jobn Allen Panlos ,,Beyond Numeracy“):

Ein Radfabrer trainiert jeden Tag maximal 5 b jeweils t; min mit
der Geschwindigkeit vi=24 km/ b bei einer Trittfrequens ur=
110 U/ min und t> min mit vo= 18 km/ b bei uo= 50 U/ min.
Die Gesamtzabl der Kurbelumdrebungen soll aus gesundheitlichen

Griinden maximal 25000 sein. Welche Zeiten tiund t muss er

wahlen, um moglichst weit 3u kommen.

v/ = 24

Vi 2= 18

ug/ — = 110

up/ - = 50
Gesamtzeit/min =< 300
Kurbelumdrehungen =< 25000

s(ty,t,) :400-£'tl+300-£_-t2 — maximal

min min
U

t,+t, <300 min , t,-110 — +t, -50 — < 25000

min

U
min
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Von vorne

Von oben
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Anband der dreidimensionalen Auftragung von s(t1,t2) erkennt
man, dass es gensigt, den Schnittpunkt der beiden Grenglinien in
der t- to- Ebene (1ot und blan gestrichelt ) zu bestimmen, um den
maximalen Wert sty 12) 2u bekommen.

t, =300—t, (rotinder Abb.oben) und t, =

25000-t,-110
50

120 140 160 180  2000/mMin

t,+t, =300;t,-110+t, -50 = 25000
Der gelbe Bereich erfiillt die beiden Ungleichungen.

»1~166,7 min, t,~133 min, s, ~106667 m~107 km

10.) I einfachsten Fall sind bei einem Rad, sofern es iiberhaupt gefe-
dert ist, eine Gabelfederung (1) und eine Reifenfederung (2) vorne
und eine Sattelfederung (3) und eine Resfenfederung (4) hinten vor-
handen. Wird eine Feder anforund einer Kraft F gestancht, ist der

115



Betrag der Stauchung As im linearen Bereich proportional 3ur

Kraft F » F= c*As mit ¢ als Federkonstante, Steifig-

keit, Federhirte.

Dureh ein Gewicht der Masse 50 kg werden die Federn 1 bis 4 bei
einem Versuch um jeweils 50 mm, 3 mm, 40 mm und 4 nm ge-
staucht. Welche Stanchung erfabrt das Rad insgesamt bei einer Be-
lastung mit einer Masse von 100 kg ¢ Wie grof§ ist die Resonanz-
frequenz fo ¢

Losung:

Mit F= 50 kg - 9,81 m/s? ~ 490 N ergeben sich folgende Fe-
derkonstanten i, ¢z, ¢3 ¢4 ~10 N/ mm, 164 N/ mm,

12 N/ mm, 123 N/ mm.

Die beiden Federn vorne und hinten sind in Reihe geschaltet, die
Federharte wird geringer nach

L1 ebensoi:i+i—>cl_2 z9,25£,€2_4 ~11N/mm
C, mm

1
Gy C, Ciy G G

Die Federn vorne und hinten sind parallel geschaltet, die Feder-
harte wird grofser nach

100kg -9,8122

Cgesamt =G, +C,, = 20— > As= N
mm 20 N

mm
C
fO _ 1 gesamt ~ 2’31
2.\ M S

~ |48 mm
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Resonanzfrequenz als Funktion der
Stauchung ¢ in mm

PR U UR N I SN N VI VRS A RO

20 40 60 80 100 120 140

— Jlmm

Die Formel in der Abbildung bedentet: ein schwerer Fabrer be-
wirkt bei demselben Rad eine niedrigere Resonanzfrequenz; wegen
der grifseren Stanchung, als ein leichter Fabrer.

11.) Bei welcher Bremsbeschlennigung X erfolat bei 1V ollbremsung mit
dem V orderrad ein Uberschlag iiber dem 1enker. Stellen Sie die
Dynamischen Gleichgewichtsbedingungen auf. ( h= 1,5 m, M=
100 kg, b= 0,8 m, Rader masselos )

S
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Losung:

h
% y-Mg Frv
a b
Fnh Fnv

Die Sumime der Kridfte in x und y -Richtung und die Momenten-
leichung beziiglich des Auflagepuniktes des 1 orderrades ergibt das
folgende Gleichungssystem ( rot ist nach d’Alembert die Triigheits-
kraft, das Hinterrad ist bereits unbelastet Fny =0 )

M-X—F, =0;F, -M-g=0;M-g-b—M-X-h=0

mit der Ldsung Fry= b Mg/h und X=b-g/ ) oder

X-h>g-b| als Abflugbedingung

Mit den Zahlenwerten ergibt sich X ~5,2 m/s? Fri~523 N
Nach den Formeln S.94 ( Liegerad ) und Ableitung S.119 lassen

sich Bremszeiten und Bremswege bei bekannten Anfangsgeschwin-
digkeiten vy berechnen.
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12.) Wie verdndern sich die dynamischen Gleichgewichtsbedingungen
beim Uberschlag mit dem 1astenrad, wenn das Rad anf einer
schiefen Ebene mit Neigung a abwarts fabrt ¢ Berechnen Sie die
Ergebnisse mit den Daten, wie dort und a=30°. Welcher Brems-
weg ergibt sich bei v= 25 km/h ?

Losung:

M,-X+M, -X—F,, =0;
Fow —M;-g-cosa—M, -g-cosa =0;
Ml-g-b-COSOL—Ml'X'hl—Mz'X‘hz:O

M,-g-b-cosa .

X = Fow =(M;+M,)-g-cosa;

~ M,-h,+M, -h,
(M, +M,)-g-b-cosa

h, +7h2 M,
Ml

|:RV
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X ~4,140  F ~745N;F,, ~1529 N
S
V2
mit X = 5 —> Shremsweg = D:8 M
-S

Bremsweg

Je grifSer die Steigung, desto kleiner ist die Beschleunigung, die be-
reits zu einem Uberschlag fiibrt.

2
: Y : y
Ableitung sg . e, = g a = Bremsbeschleunigung X :

\Y

nachS4l—-v(ty)=v,—a-t;=0>t, =2
a

1
s(t)=x0+v0-t—5-a-t2—>x0 =0—

13.) Mit welcher notwendigen Pedalkraft Fp niuss man bei einem Ge-
genwind von vyina = 10 km/ b (0 =180°) mindestens rechnen ?
CLLNO, aZO, VFEihrt— 25 /é/ﬁ//], A:0,45 7//72, RKWM:O,77 72,

Trittfrequenz n = 1/5).
Losung:

Nach Formel 8.88 ist P~230 W, das ist die 1 eistung, die min-
destens am Pedal anfgebracht werden muss. Nach S. 20 ist
_2-F-R

T

P=M,-2-7-U Kubel .2.t-u—F, ~339N

120



14.
/ Ein Fabrradfahrer mit Schwer-

punkt S fahrt reibungslos in einer
kreisformigen Mulde mit Radius
R=10 . Bestimmen Sie fiir
kleine Auslenkungen vom Tief-

punkt den Winkel @ (t) des

Schwerpunfktes von der Vertikalen in Abhangigkeit von der Zeit

und die Frequenz f der Hin- und Herfahrt. Welche Geschwindigkeit
erveicht er, wenn er von ganzg oben die Fabrt beginnt ?

Losung :

Nach Abbildung ist die riicktreibenede Kraft ~ —m-g-sin o(t),

und die Bewegungsgleichung
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m-R-¢(t)=—-m-g-sing(t);R-o(t)=Wegs(t) >
R-¢(t)=v(t)> R-$(t)=a(t)=Beschleunigung.

Das ist die Bewegungsgleichung des Physikalischen Pendels, die in
dieser Form nur numerisch gelost werden kann (8.119) . Fiir

kleine Winfkel ist SN Q= Q und man erhalt als 1.dsung

/9 : /9 : /R
t — 'COS —-t y = —:2. .f’T:2. . —_—
(P() (pmax ( R J O‘)O R T T g

T ~6,34s,f ~0,165 ' mit R =10m und ¢ =10°

o
10

NETA
s\ U

Epot = Ekin

pot

m-g-R= mgh_%mv—w 50k_m

Die numerische Auswertung der urspriinglichen Differentialgle:

chung ergibt:
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o(t)

| — @=10°
1 — @=45°

N\ — %=
SN — =175

In kartesischen Koordinaten erbdlt man aus Bild S. 120

x*+(R—h)" =R* 5 x*+R?~2-R-h+h?=R?
2

mit h < R folgt h = ZXR und die potentielle Energie

m-g 2
V=——=xX(t
> XY
Verwendet man den Lagrange-Formalismus ergibt sich mit
L=U,,-V—>
M (=M 1) i
L(t)= 5 x(t) >R x(t)” und mit
EaL(t)_aL(t):O_)X(t):_g-x(t)
dt ox OX R

die L6sung x (t)

X -cos(\/g-tJ
R
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daquivalent 2ur obigen Losung fiir Xpa<< R . Die Einbeziehung
der Reibung wird in der angegebenen Literatur 2) und 3) bebandelt.

15) Rutschendes Lastenrad

Ein Lastenradfabrer bremst bei einer Geschwindigkeit von 25 km/ b
wegen eines Hindernisses mit blockierenden Rddern.

(Gleitreibung, w=0,4) . Bestimmen Sie den Bremsweg mit dem Kraf
tegleichgewicht nach d’Alembert und nach dem Energiesatz. Welchen
Einflufs hat die Masse M1=130 kg und M> (Last) =50 kg ¢

Losung:

Fx=Nomalkraft
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Ao =(M+M,)-g=0;(M;+M,) % —F,-u=0;

Losung: X =p-g~3,92;F, =(M, +M,)-g ~1766 N
S

Mt
Ableitung S.117

4 Y

2 2
Vv Vv
SBremsweg = O.- = ° ~ 6’14 m
2-X| 2-g-u

15t der Bremsweg nur von der Geschwindigkeit im Quadrat (') und
der Gleitreibung abhangig, nicht von der Masse, da bei zunebhmender
Masse anch die Gleiteibungskraft Fr 3unimmit.

Mit dem Energiesat3:
Fr

1
E'(I\/I1—|_I\/|2)'\/O2 :SBremsweg 'FN U=

:SBremsweg (M1+M2)gu‘

ergibt sich ebenfalls der Bremsweg zu ~6,14 m

16) Bewegungsgleichungen nach S. 67

Mit der Lisung der Differentialgleichung der Bewegung S. 67 lassen
sich Geschwindigkeit v(t), Beschleunignung a(t) und Weg s(t) anf ge-

neigten Ebenen abwdirts und aufwarts bei bestimmiten
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Anfangsbedingungen v(t=0) mit Mathematikprogrammen B. ,, Ma-
thematica* berechnen. In den Abbildungen sind die Differentialglei-
chungen mit den Randbedingungen eingetragen. Bestimmen Sie v(2),
a(t) und s(t) fiir die angegebenen Werte der Tabelle.

M-v'(ty+c1*v(t)?+c3-M-c2-M= F, v(t=0)=0

2
ct =§ AcW-d., c1v?=Luft-und Kettenwidertstand

Hangabtriebskraft

M
Rollreibungskraft Fr

M

c2=g9#*Sin[a]=

c3=y-g-Cos[al=

Cy 0.9
1.3 kg
L 3
A 0.6 m?
M 100 kg
o® 10
9.81m
g e
Vo aufuirts 6.94 ':1
U 0.01

126



Die Krifte durch gusdtzliches Treten des Pedals oder Motor sind
F=0 N, F=100 N, F=200 N und F=300 N. Ldsungen:

Vab(t)/%
30+
25; — F=0, Grenzwert= 18.5=
20¢ — F=100 N, Grw= 23,62
15;— —— F=200 N, Grw= 27.8%
10;— — F=300 N, Grw= 3147
10 20 30 103
— F=0
— F=100 N
—— F=200 N
—— F=300 N
e t/s
Sap(t)/m
150
100}
50+




OF

M-v'(t)+c1#v(t)2+c3-M+c2-M= F, v(t=0)=v,
2
c1=§ AW -d., ¢1-v2=Luft-und Kettenwidertstand

Hangabtriebskraft

M
Rollreibungskraft Fr

M

c2=gx*Sin[a]=

c3=y-g-Cos|a]=

Bei welcher Kraft F dndert sich die Anfangsgeschwindigkeit nicht ?

Vaur(to) =0, @ =10 ° v ,s(t=0)=25 km/h=6,94 m/s

m
Vauf(t)/g
10! — F=0,t,#37s
5ﬁ — F=100N, ,= 8.5
; — F=200 N
E . 65— l/s — F=300N
-5t
-10}
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sauf(t)/m

100}

80+
60t
40t

20t

aauf(t)/g'?

1.0¢
0.5¢

L ||

rotisl TR OB |

— =0

0.5
~1.0+
1.5
2.0+

05

1.0

et skt i i F A0
116 2o 2[5 30 35
— F=200 N

—— F=300 N

Die Anfangsgeschwindigkeit dandert sich nicht, wenn

F=c,-v

Oaufwarts

*+¢,-M+c,-M=~202,58 N
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dh. wenn die Kraft F durch Treten des Pedals oder Elektromotor den
Luft-und Kettenwiderstand, die Hangabtriebskraft und die Rollres-
bungskraft kompensiert.

Ebenso dandert sich bei der Abwdrtsbewegung die Geschwindigkeit
nicht mebr, wenn

c,-V:+c,-M=F+c,-M
Beispiel :
F=300N —>v~31,37m/s

dh. wenn die Kraft F und die Hangabtriebskraft gleich ist der Luft-
und Kettenwiderstandskraft und der Rollreibungskraft.

Um einen Zusammenhang der Kraft F mit der Pedalkraft Fp herzu-
stellen, benotigt man die Formeln S. 8

M =F r

Zahnradvorne

R

_F . “Kurbel
|:Kettemax - I:P r

Zahnradvorne

Kette max Kette max ~ - |:P ) R Kurbel

F

Kette max

F

Hinterrad

T = R

Zahnradhinten Hinterrad =

-F . r.Zahnradhinten _

Kette max -
R

Hinterrad

Hinterrad

R r

F -F . Kurbel " Zahnradhinten
Hinterrad = " P R r

Zahradvorne

Hinterrad

Beimr E-Bike-Pedelec wird die Kraft F durch Pedaltreten und E-Mo-
tor bewirk?.
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Vertiefung
Die 1isung der Differentialgleichung fiir die Aupwartsfabrt lautet:

Vauf (t):
r d 1 >
F_(CZ+C3)'M .tanh?i-arctan \/E'VOaufw'arts +\/Cl'|:F_(Cz+C3).Mi|.t
c, (c,+¢;)-M—F M

Mit den Werten von oben abgesehen von v(1=0)= 2,8 m/s ergibt
sich die folgende graphische Darstellung fiir v(t). Der Ausdruck a
stellt den jeweiligen Grenzmwert von v fiir verschiedene Krdifte F dar, b
lanft fiir € —> o0 gegen 1.

@=10°,Va,(t=0)= 2.8 m/s = 10 kmih

Vauf (t)/ g

ol N T DO ——— F=190N ——— F=270 N
; R o on e o i et — FO0ON sesss F=280 N
A g— — T F=290 N
— T F=300 N

F=230 N

—— F=240N

Y [ — — F=250N

F=260 N

g0 1001

Aus der Graphik ldsst sich entnebmen, bei welcher Kraft des E-Mo-

tors eine gewisse Endgeschwindigkeit obne Pedaltreten erreicht wird.
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